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  چكيده
ها را در هر  ايدآل -zسير تكاملي . ايم  ساله داشته50 با قدمت "ها ايدآل -z"بر مبحث  در اين مقاله نگرشي

ايدآل از آن جا آغاز شده است مطالعه  -zكه معرفي مفهوم  C(X)  توابع پيوستهةه در حلقحلقه و به ويژ
هاي اول مطرح و بالاخره با چند واقعيت و نتيجه،  ها با ايدآل ها و ارتباط آن ايدآل -zهاي   ويژگيهمة. كنيم مي
z- هاي ارتباطي ميان خواص توپولوژيكي فضاي ها به عنوان پل ايدآل Xة جبري حلق و خواصC(X)  شناخته 

  .اند شده
  

  ، تقريبـاً   فـضا  -F  توابـع پيوسـته،    ةحلق ـ غيرعـادي،     ايدآل  اول،  ايدآل ، ايدآل -rez، ايدآل -Dz،  ايدآل -z: هاي كليدي  واژه
P- فضا ∂− و فضا  

  
   مقدمه

هاي توابـع    حلقهةرا آغاز مطالع] 2 و  1[ مراجعشايد بتوان   
)باها را  اين حلقه .پيوسته دانست )C X دهيم كه  نشان مي

متــشكل از توابــع حقيقــي روي فــضاهاي كــاملاً مــنظم و 
  با دو عمل جمع و ضرب معمولي روي توابـع          هاسدورف

اي  هـايي جبـري كـه هـر حلقـه      علاوه بـر ويژگـي     .هستند
هــاي   ويژگــيةهــا بــه واســط   ن حلقــهداراســت، ايـ ـ
هـا را در     بسياري از ايـدآل   . شان اهميت دارند   توپولوژيكي

مفاهيم توپولوژيكي سـاخت    وان به كمك    ت ها مي  اين حلقه 
هـا   اين نوع ايـدآل   . اي ميسر نيست   كه اين امر در هر حلقه     

 ةرا در هـر حلق ـ    هـا    كه بتوان آن  نند  ك وقتي اهميت پيدا مي   

در چنـين   .  جبـري نيـز بيـان كـرد        ديگري با كمـك ابـزار     
 C(X) ةتوان بين خواص جبري حلق     وضعيتي است كه مي   

برقرار كـرد كـه يكـي از         ارتباط   Xخواص توپولوژيكي    و
يكي از  .پيوسته استاي توابع ه ي حلقه  اهداف مهم مطالعه  

يدآل است كـه ابتـدا      ا z-ها با اين ويژگي ممتاز،       اين ايدآل 
. ي توابع پيوسته معرفي شـد     ها و در حلقه   ]3[ زتوسط كهل 

هـا ماننـد     هـاي مهـم در حلقـه       ها با ايدآل   ارتباط اين ايدآل  
ظـاهر  ] 5و   4[نيز توسط كهلز    هاي اول و ماكسيمال      ايدآل

قــوت ] 6-10[مراجــع  هــا در پس ايــن ارتبــاطســشــد و 
هـا متوجـه     ايـدآل  -zدر پيگيري خواص    . تري گرفت  بيش
رفتـار سـازگار و     هـا چـه      شويم كه اين دسته از ايـدآل       مي

هاي اول دارند و زماني كه خواننده حاصل         زيبايي با ايدآل  
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بينـد   اول و اوليـه مـي      يهـا   را با ايـدآل    ها پيوند اين ايدآل  
شايد به جرأت بتوان گفت    . شدزده خواهد    شك شگفت  بي

وس نخوش رفتـار و مـأ       چنين ها ايدآلاي از    كه هيچ دسته  
به عمر كوتاه پنجـاه    با توجه   حال آن كه    . بروز نكرده است  

هـاي   ها هنـوز زيبـايي     ، بدون شك در آن    ها ايدآل اين   ةسال
   .ها دست نيافته است اي وجود دارد كه بشر به آن نهفته

ــا ايـــدآل -z گرچـــه  بـــه لحـــاظ ماهيـــت هـ
مورد مطالعـه    C(X) هاي تر در حلقه   شان بيش  توپولوژيكي

ابـل  جا كه با مفاهيم جبري نيـز ق        از آن گيرند، ولي    قرار مي 
 ايـن . انـد  تر نيز قابل بررسي    هاي كلي  بيان هستند، در حلقه   

هاي كاهشي انجـام     و در حلقه  ] 11[  مرجع ابتدا در  بررسي
 اول حلقه مطالعه    يها ايدآل با   ها ايدآلو سپس ارتباط اين     

هـاي    نمونه C(X)ي  ها ن ماهيت، در حلقه   يبه دليل هم  . شد
 يهــا يــدآلاتــوان ديــد،   را مــيهــا ايــدآل z–فراوانــي از 
 بـع هـاي توا   ي اول مينيمـال در حلقـه      ها ايدآلماكسيمال و   

  يكيژايدآل هستند و با كمـك مفـاهيم توپولـو      -zپيوسته،  
X ،    به سهولت z- شماري در    ي بي ها ايدآلC(X)   سـاخته
هـر  اي اشـتراك     علاوه بر آن، چون در هـر حلقـه        . شود مي

 C(X) حلقـة  اسـت و در   ايـدآل -z  يـك   ايـدآل  -zتعداد  
باشـد، ايـن امكـان     ايـدآل مـي   -z  نيزها ايدآل - zموعمج

  تـرين  كوچـك  C(X) شود تا براي هر ايـدآل در       فراهم مي 
 z- ترين آل شامل آن و بزرگ    ايد z- شمول در  ـ ـدآل م ــاي

ــسازيمـآن را نــ ] 11 -13 [ مراجــعايــن موضــوع در. يز ب
بـا   هـا  ايـدآل  -zمطرح و كاربردهاي آن از جمله تركيـب         

 ״واژة .انـد  مورد مطالعه قـرار گرفتـه    و اوليه    ي اول ها ايدآل
z− كه همان    ״ايدآلz-  بـودن راديكـال يـك    ايــدآل

در  به كار برده شـد و     ] 12 [ مرجع ايدآل است، نخست در   
روش مختلف ثابت شده     به دو ] 14[  مرجع همين مأخذ و  

 در  ״ ايـدآل  -z״  و ״ايـــدآل    -z ״ است كه مفـاهيم   
C(X) انگيـز   با كمك اين مفهوم، نتـايج شـگفت       . يكسانند

 C(X) ي اول در  هـا  ايـدآل  و   ها ايدآل -z حاصل از تركيب  

، شـمارا  هـا  ايـدآل  -z نوع خاصـي از   . شوند تعميم داده مي  
 توسـط گـيلمن در      1960ها هستند كه از سـال        شده توليد

بـال  دن] 16 -18 [ مراجـع  رح و سـپس در    مط ـ] 15[مرجع  
ي هـا  ايـدآل  - zحاصل ايـن چهـار مقالـه، شناسـايي          . شد

براي فضاهاي شـماراي نـوع   X( C(وليد شده در ـشمارا ت
هـاي ايـن     ويژگي.  موضعي بوده است   ة نرمال و فشرد   ،اول

ي اول  هـا  ايدآل -z حقايقي در خصوص     ،ها ايدآل - zنوع  
سـازد كـه از      مـي را آشـكار     C(X)شمارا توليـد شـده در       

 هـم نـوع     هـا  ايـدآل  -Dz.اسـت برخوردار  اهميت خاصي   
هاي كاهشي    هستند كه ابتدا در حلقه     ها ايدآل -zديگري از   

مـورد مطالعـه قـرار      ] 19[  مرجـع  ايـدآل در   – dعنـوان    با
پيگيري شـد و نتـايج      ] 21  و 20[مراجع  گرفت، سپس در    
دسـت   ههاي كاهشي ب    در حلقه  ها ايدآل -zمشابه با مبحث    

 و سـپس در   ] 22[نيز ابتدا در     C(X) در   ها ايدآل -Dz.مدآ
، هـا  ايـدآل  -zبـرخلاف   . بررسـي شـد   ] 24و   23 [مراجع

 هــا ايــدآل -Dzلزومــاً  C(X) در هــا ايــدآل -Dzمجمــوع
اي   بــه گونــهXنيــست، بنــابراين طبيعــي اســت فــضاهاي 

يي شوند كه اين امر نيز تحقق يابد تا بتـوانيم رونـد             شناسا
 -Dz طـي شـد بـراي      هـا  ايدآل -zاي را كه در مورد       مشابه
 ]23 و   19 [ مراجع اين شناسايي در  .  نيز دنبال كنيم   ها ايدآل

ــب    ــگرفي از تركي ــايج ش ــك آن نت ــا كم ــد و ب ــام ش   انج
Dz- 24 و 12 [ مراجــعي اول درهــا لايــدآ و هــا ايــدآل [

 C(X) در حلقه هاي مرتبط بـا  ها ايدآل -  z.حاصل گشت
 هـا  ايـدآل  - zالت خاص،حو در  C(X)هاي  لقهحيرزمثل 
 ةطالعـگر اسـت كـه م ـ  ـدية  قولـ، دو م  C(X)ي  ها ايدآلدر  
 در يـك ايـدآل      ها ايدآل -z .رسد ها به نظر ضروري مي     آن

 ״ ايـدآل نـسبي    -z ״ ةواژبـا   ] 25 [ مرجـع  در C(X)ديگر  
ي نـسبي شـامل     هـا  ايـدآل  -z خـانواده . معرفي شده است  

ي نسبي وجـود دارنـد   ها ايدآل -zست و ها ايدآل - zةدست
  ايدآل نسبي نيز لزومـاً  -zدو  مجموع. ايدآل نيستند - zكه
z-           ايدآل نسبي نيست و طبعاً نياز به شناسايي فـضاهايX 
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   يــك C(X) ي نــسبي درهــا ايــدآل -zداريــم تــا مجمــوع 
z-   ايدآل نسبي باشد .z- ي نسبي مبحث جديـدي     ها ايدآل

آغـاز شـده و هنـوز       ] 25 [ مرجـع  است كه بـه تـازگي در      
هاي بعد  در بخش . هاي فراواني در آن وجود دارد     ناشناخته

را بـا   گذشـته    در پنجـاه سـال       هـا  ايـدآل  -zسير تكـاملي    
ــيش ــات ب ــش   جزئي ــأثير نق ــواهيم داد و ت ــه خ ــري ارائ    ت

z- هاي ارتباطي در برقراري ارتباط       را به عنوان پل    ها ايدآل
 نــشان Xخــواص توپولــوژيكي و  C(X) خــواص جبــري

، براي آگاهي از مفاهيم جبري      مقدمه در پايان    .خواهيم داد 
  مراجـع  اند، خواننده را به    كار گرفته شده   هكه در اين مقاله ب    

و براي اطلاع از مفاهيم توپولوژي خواننـده را         ] 27 و   26[
 .دهيم ارجاع مي] 31 -28 [ مراجعبه

  
1- z- پذير هاي يكدار تعويض  در حلقهها ايدآل  

پذير   تعويض ةلق را يك ح   R ابتدا ،ها يدآلا -z ةبراي مطالع 
 همـة  اشـتراك شويم كه    يادآور مي كنيم و    يكدار فرض مي  

  كه شود  ناميده مي  R جاكبسون   ،R ي ماكسيمال در  ها ايدآل
زودي خواهيم ديـد كـه      ه  ب. هيمد نمايش مي  R(J(با  آن را   

)، شــرط هــا ايــدآل -z ةبــراي مطالعــ ) ( )J R = D را نيــز 
 ـ Mاگر .توان بي كم و كاست در نظر گرفت مي  ةرا گرداي
 بـراي   گـاه  آن فرض كنـيم،     R ي ماكسيمال در  ها ايدآل ةهم
  :كنيم  تعريف مي∋Raهر 

{ },a a a a MM a M  M M∈ ∈= ∈ ∈ = =∩ ∩ MM M :  M
 

 زير به سادگي و با توجه به تعريف بالا، اثبات      ةاكنون گزار 
   .شود مي

Rbaاگــر :  گــزاره1-1 هــاي زيــر   عبــارتگــاه آن، ,∋
  .برقرارند

abba) الف MMM a و∩= b ab=∪M M M.  
n∈N ، nبراي هر) ب aa =M M و

ana
MM =  

ab و تنها اگر اگر ∋aMb) پ MM  اگر و تنها اگر ⊇
a b⊆M M.  

ــف1-2 ــدآل : تعري ــI اي ــكR ة در حلق ــدآل z–  را ي  اي
a∈I، IM ناميم، هرگاه براي هر مي a ⊆.  
گري ـعادل دي ـ ـهاي م  عريفـ، ت 1-1 ةزارـه از گ  فادـا است ـب
  .توان بيان كرد  ميها ايدآل z– رايـر بـه شرح زيـب

 گـاه  آن باشـد،    R ة يك ايدآل در حلق ـ    I هرگاه   : قضيه 1-3
  :هاي زير معادلند گزاره

  .ايدآل استz–  يكI) الف(
ــر ) ب( aMbMو ∋Ia∈ ،Rbاگــ ــاه آن ،⊇  گــ

Ib∈.  
ــر ) پ( ba  و∋Ia∈ ،Rbاگـ MM ــاه آن ،⊇  گـ

Ib∈.  
∑) ت( ∈= Ia aMI.  

 z– ةآيـد كـه گـرداي    ا چنـين برمـي   ه ـ از تعريف 
 ايدآل يك  z– است و اشتراك هر تعداد     M شامل ها ايدآل

–z  بـه ايـن ترتيـب هـر ايـدآل ماكـسيمال و             . ايدآل است
  و در حالت خاص    aM، ايدآل ∋Raهمچنين براي هر  

( )J R M= D يـك   نيز  z-    در حقيقـت   . باشـد  مـي ايـدآل
J(R) ترين كوچك –z  ايدآل در  R       است، به اين معني كـه 

از اين رو ساختار    . باشد  مي J(R) شامل   R ايدآل در  -zهر  
z- ةي حلق ها ايدآل R  همان ساختار  z-يها ايدآل R/J(R) 

)طسان شر است و بدين     ) ( )J R = D ا بي هـيچ كاسـتي       ر
ــي ــو م ــرات ــتن در نظ ــه  .  گرف ــتراك هم ــه اش ــن ك   از اي

–z ايدآل، خود   يك  ي شامل   ها ايدآلz-  باشـد  ل مـي آايـد، 
. قـرار دارد ايـدآل   -z ترين  در يك كوچكI پس هر ايدآل 

. دهـيم  نمايش مـي   zI را با  I ايدآل شامل  -z ترين كوچك
IIzگـاه  آنايدآل باشد،   -z يك   Iآشكار است كه اگر      = .

 ـ            دسـت   هبا استفاده از اين تعريف، نتايج زير بـه سـادگي ب
  .آيد مي
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 R حلقـة دو ايـدآل در       Jو   Iكنـيم    فرض مي :  گزاره 1-4
   :باشند، در اين صورت داريم

ZIII) لفا( ⊆⊆. 

JIاگر) ب( ZZ گاه آن، ⊇ JI ⊆.  

NnIIبراي هر) پ( zz
n ∈= ,)(.  

ZZZ )ت( JIJI ∩∩ ⊆)(.  
ZZZZ) ث( JIII )()( +=+.  

ZZZبرابـــري JIJI ∩∩ زومـــاً ل )(=
Zحلقةتوان   مي ً  مثلاًًً درست نيست،   ي اصـلي  ها ايدآل و 12

)4( I=و )6(J=   ــر را ــتدر نظ ــورت . گرف ــن ص  در اي
( ) ( )ZI J I J= =∩ ∩ Dكـــــــــه  ، حـــــــــال آن

( )Z ZI J M M M M= = ≠4 6 2 3∩ ∩ ∩ D.بــا   اينــك
  :شود   بالا ،نتايج زير حاصل ميگزارةكمك 

 برابر با اشتراك    Rة  حلق ايدآل -z  هر -) الف(:  نتيجه 1-5
بـه عبـارت   . اسـت I   رويR حلقةمال يي اول مينها ايدآل

  .اول است -نيم  ايدآلz ديگر، هر
nI،n و R ل در آ يك ايد  I  اگر -)ب( N∈   يك z   ايـدآل 

  . ايدآل استz نيز يك  Iگاه آنباشد، 
 اثبات شـده اسـت،      ]13[  مرجع  زير كه در   قضية

   ايـدآل،  zل اول مينيمال روي يك      آدهد كه هر ايد    نشان مي 
z - ايدآل است.  

  يـك ايـدآل اول اسـت و در   P كنيم  فرض مي: قضيه 1-6
 R حلقـة   در I ايـدآل  -zاول شامل    يها ايدآل همة ةگرداي

  .ايدآل است -z  يكPدر اين صورت . باشد مينيمال مي
)با توجه به اين كه     )D= J(R)   حلقـة  در R  يـك  

z-  ،باشد مي شكارآ زيرنتيجةايدآل است.  

 -z، يك   R حلقةيك    هرايدآل اول مينيمال در    : نتيجه 1-7
  .آل استايد

 درست نيست؛ يعنـي، اگرهـر       6-1 قضيةعكس  
 يـك   I ايدآل باشد، لزومـاً    -z يك   Iايدآل اول روي ايدآل     

z- هرگــاهبــه عبــارت ديگــر، . ايــدآل نيــستI يــك   
z-    ،گـاه  آنايدآل باشد I    ًلزومـا z-  اثبـات   .نيـست  ايـدآل

  .مشاهده كرد] 12 [ مرجعتوان در  زير را ميقضية

يـدآل  ا يـك    P ايـدآل و    يك I كنيم  فرض مي  :ضيه ق 1-8
PIاگـر .  باشد R حلقةاول در    ايـدآل باشـد،     -zيـك   ∩

در حالـت خـاص،     . Pايدآل است و يا      -z يك   Iگاه يا    آن
 و Pاي كـه      باشند به گونه   R دو ايدآل اول در      Q و P اگر
Q  ندهنـد و زنجير تشكيل P Q∩  يـكz-    ،ايـدآل باشـد
تـر،   در حالـت كلـي    . ايدآل هستند  -z هردو   Q و P گاه آن

اي   يك ايدآل اوليه باشد بـه گونـه        Qيك ايدآل و     Iهرگاه  
QI كـه     يــك I يـا گـاه  آنايـدآل باشــد،   -z  يـك ∩

z- ايدآل است و ياQ.  
 ،ها هـر ايـدآلي     د كه در آن   هايي وجود دارن   حلقه

z-  باشـند؛   هـاي مـنظم مـي      ها، حلقه  اين حلقه . ايدآل است
 در  b  يك عنـصر    a هاي كه به ازاي هر عنصر      يعني، حلقه 

aها موجود باشد كه      آن b a=2 .  گزارةدر   موضوع كه اين 
اثبات ] 25 [ مرجع تر مطرح شده است در     زير به طور دقيق   

  . استشده

 منظم است اگر و تنها اگر هر ايـدآل          R حلقة:  گزاره 1-9
  . ايدآل باشد -z آن

هـا    در آن  هـا  ايدآل -zهايي كه مجموع     در حلقه 
 ها ايدآل -z تري در مورد   ايدآل است، مطالب بيش    -zيك  
   تـرين  بـزرگ هـا    در ايـن نـوع حلقـه      . توان مطرح كـرد    مي

z-            در . ايدآل در يك ايـدآل دلخـواه هميـشه وجـود دارد
 S بـا ايـن ويژگـي و         R حلقـة  يـك ايـدآل در       I واقع اگر 

∑گاه آن باشد،   I در   ها ايدآل -z همةة  گرداي ∈SJ J  يـك  
z-  ايدآل در I      ترين بزرگ است و به وضوح z-   ايـدآل در 
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5 ها از پيدايش تا به امروز  ايدآل–zنگرشي بر  

Iــع پيوســته از ايــن ويژگــي   حلقــه. باشــد  مــي هــاي تواب
هـا،   لقـه  در ايـن ح هـا  ايدآل -z ةمطالعبرخوردارند و طبعاً  

بينيم، روند بهتري خواهنـد      گونه كه در بخش بعد مي      همان
وجـود   Iايـدآل در     -z تـرين  بزرگدر صورتي كه    . داشت

بـا اسـتفاده از     . دهـيم   نمايش مي  ZI را با  داشته باشد، آن  
  در Pيدآل اول   اكه براي هر     توان نشان داد   ، مي  6-1 قضية

 زير  قضيةدر  . ه باشد، اول است   وجود داشت  PZ صورتي كه 
 معادل با اين   R حلقةشود كه اين ويژگي در يك        معلوم مي 

 داشـته   R در Jو   I است كه بگـوييم بـراي هـر دو ايـدآل          
مانـده از ايـن     اثبات نتايج بـاقي .I Z +J Z  (I+J)Z= .باشيم

  . بينيد]25[  مرجعتوانيد در بخش را مي

  . معادلندR ةحلقهاي زير در هر   گزاره: قضيه1-10

  .وجود دارد R ،zI  درIل آ براي هر ايد-)الف(
  .ايدآل است -z  يكRايدآل در  -z  مجموع هر دو -)ب(
a, b∈R،  baba براي هر -)پ( MMM +⊆+.  
   .R ، (I+J)Z= IZ+JZ در Jو  I  براي هر دو ايدال-)ت(

 يكي از شرايط فوق برقرار باشد،       در صورتي كه  
=∑، داريم  R در Iل  آ براي هر ايد   گاه آن ∈Ia az MI  و

∑= ⊆IM a
z

a MI.  

} دوايـدآل و  Jو I   فرض كنـيم : گزاره1-11 } SI ∈αα 
 اي كـه    باشـد بـه گونـه      R حلقـة  در   هـا  ايدآلاي از    گردايه

zI،zJ   و zIα    براي هرS∈α     وجود داشـته باشـند  ،
  :اين صورت در
JIاگر) الف( ZZگاه آن ،⊇ JI ⊆. 

∩∩ )ب( S
zz

S II ∈∈ = α αα α )(.  
ZZZ) پ( JIJI )( +⊆+.  

سرانجام شرايط معادل با اين كه ضـرب هـر دو           
z-       ايدآل در يك حلقه، يكz-     زيـر   گزارةايدآل باشد در 

  .اند بيان شده

  . معادلندR حلقةهاي زير در هر  عبارت:  گزاره1-12
  .ايدآل است -z ، يك Rايدآل در  -z ضرب هر دو) الف(
 ،Rدر  Jو  I لآبــــــــراي هــــــــر دو ايــــــــد) ب(

zJzIzJzI ∩=.  
Rbaبراي هر) پ( ∈,،abMbMaM =   
 وجـود  IZ و JZ، اگـر   R در Jو  I لآبراي هر دو ايد )ت(

  . Z= IZJZ(IJ) نيز وجود دارد و Z(IJ) گاه آنداشته باشند، 

  ، مجمـوع و ضـرب هـر دو          R حلقة اگر در    :نتيجه 1-13
z-    ايدآل يكz-    ،ل  آهر دو ايـد    براي   گاه آنايدآل باشدJ 

  .Z=I Z JZ(IJ)  داريمR در Iو 
  
2z --حلقة در ها ايدآل C(X)  

 -z را معرفي و تعريف جبـري      C(X) حلقةدر بخش قبل،    
فهوم صــفر ـا مـــايــن بخــش را بــ. ايــدآل را بيــان كــرديم

از “ ايـدآل  -z ”ة ع واژـه در واقـكنيم ك  از مي ـجموعه آغ ـم
) اگر. گيرد شمه ميـآن سرچ )f C X∈ ،گاه آن  

{ } { }( )( ) : ( )Z f x X f x f −= ∈ = = 1D D  

ها در   اهميت صفر مجموعه  . ناميم را يك صفر مجموعه مي    
ــه گردايـ ـ   ــت ك ــن اس ــه ةاي ــفر مجموع ــي،    ص ــا؛ يعن ه

( ) { ( ) : ( )}Z X Z f f C X= يــك پايــه بــراي زيــر  ∋
ــستةهــاي  مجموعــه تنهــا اگــر فــضاي  اســت اگــر و X ب

 جـا كـه بـراي هـر        ناز آ .  مـنظم باشـد     كاملاً Xهاسدورف  
( )f C X∈  داريم ،  

.{ }( ) : ( ) /nZ f x X f x n∞
== ∈ <1 1∩  

مجموعه اسـت، بـه ايـن      -δG يك   Z(X) پس هر عنصر  
 يك صفر مجموعه نيـست،      اً بسته لزوم  مجموعةترتيب هر   

چـون بـراي هـر      .  بسته است  ةكه هر صفر مجموع    حال آن 
, ( )f g C X∈ داريم   

)()()( gZfZfgZ ∪=  
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6 1386، قسمت الف، زمستان 18مجلة علوم دانشگاه شهيد چمران اهواز، شمارة   

( ) ( ) ( )Z f g Z f Z g+ = ∩2 2  
 تحت اشـتراك و اجتمـاع متنـاهي بـسته           Z(X) از اين رو    

 تحت اشتراك شما را نيـز بـسته        Z(X)علاوه بر اين    . است
باشد، اثبات اين موضوع و مطالب ديگر در مورد صـفر            مي

 Iاگر   .ندببي] 29 [ مرجع درتواند   ها را خواننده مي    مجموعه
)  باشد و  C(X) ايدآل در    يك )f C X∈ ،    گاهي ممكـن 

)است كه  ) ( )Z f Z g= و g I∈ وليf I∉   مثلاٌ اگر ،
)تابع همـاني   )i C R∈     و ايـدآل اصـلي ( )I i=  را در  

( )C R      ،گـاه  آن در نظر بگيـريم/{ } ( ) ( )Z i Z i= =1 3D، 
i I∈ــي i/  ولــــ I∉1 ــه از. 3 ــورتي كــــ  در صــــ

( ) ( )Z f Z g=   و g I∈   بتوان نتيجه گرفت f I∈ ،
توان  به سادگي مي   .ناميم ايدآل مي  z-را يك    I ايدآل   گاه آن

بـا  .  معادل است2-1ن تعريف با تعريف جبري ـديد كه اي 
 C(X) حلقـة كمك اين تعريف توپولوژيكي، اين ويژگـي        

است به سـادگي  ايدآل  z- يكايدآل   z-كه مجموع هر دو
بـا كمـك    ] 29[مرجع   گي ابتدا در  ژوياين   .آيد دست مي  هب

چك به اثبات رسيده و سپس با يـك     -سازي استون  دهفشر
 .اثبـــات شـــد] 32 [ مرجـــعروش ســـاده و ابتـــدايي در

 و  هـا  ايـدآل  z-  در ارتباط بـا    C(X)هاي مهم ديگر     ويژگي
اند  مطرح شده] 29 و 5 ،4، 3 [ مراجعي اول كه در  ها ايدآل

  . به شرح زير هستند

ول، ي اول شامل يـك ايـدآل ا       ها ايدآل )الف( :قضيه 2-1
  .دهند تشكيل يك زنجير مي

تنها اگـر شـامل يـك     ايدآل، اول است اگر و  z-يك )ب(
  .ايدآل اول باشد

 باشـد و  C(X)در ) ايـدآل اول (ايـدآل    z- يكIاگر ) پ(
f g I+ ∈2 f, گاه آن ،2 g I∈.   

 ، اول بـودن     C(X) حلقـة  جالـب ديگـر در       هاي از ويژگي 
 مطرح  زكه ابتدا توسط كهل   دو ايدآل اول است كه      مجموع  

 زيـر بـه     ةتـر نتيج ـ   كمي كلـي  ] 32[مرجع  شد و سپس در     
  .اثبات رسيد

 C(X)اول در   -دو ايدآل نيم   Jو   Iاگر   )الف( :گزاره 2-2
ــند،  ــاه آنباشـ ــيم J I+ گـ ــز نـ ــا  - نيـ ــت و يـ اول اسـ

( )I J C X+ =.   
ــدآل  )ب( ــر دو اي ــ C(X) در Jو  I اگ ــب اول ب    وه ترتي

 اول اســـت و يـــا  J I+ گـــاه آناول باشـــند،  -نـــيم
( )I J C X+ =.   

 در  Jو   Iاين گزاره، براي هر دو ايـدآل        با كمك   
C(X)  خواهيم داشت I J I J+ = بعد از آن با    . +

ايدآل مـشمول در     z- ترين بزرگكمك اين گزاره و مفهوم      
به اثبـات رسـيد كـه       ] 13 [ مرجع ر در  زي ةيك ايدآل، نتيج  

 را  C(X)ي اول در    هـا  ايـدآل  و   هـا  ايـدآل  z- حاصل پيوند 
  . دهد نشان مي

 كه در   C(X) مجموع دو ايدآل اول در       )الف(: گزاره 2-3
ايدآل اول است و يا برابـر بـا          z-يك زنجير نباشند يا يك      

C(X)باشد  مي.  
 كه  C(X)ايدآل در    z–مجموع يك ايدآل اول و يك        )ب(

    اسـت و يـا يـك       C(X) همـة يـا   در يك زنجيـر نباشـند،       
z- باشد ايدآل اول مي.  

اكنون با استفاده از مفهوم صفر مجموعـه، بـراي          
C(X) f هر  بـه   fM، يك نمايش توپولوژيكي بـراي     ∋

}صــــورت  ( ) : ( ) ( )}fM g C X Z f Z g= ∈ ⊆ 
 به اين ترتيب با استفاده از ايـن نمـايش           .توان بيان كرد   مي

ــه گردايـ ـ     ــد ك ــواهيم دي ــادگي خ ــه س ــوژيكي ب  ةتوپول
{ : ( )}fM f C X∈         تحت جمـع، ضـرب و اشـتراك 

  . بسته است

C(X) ,f اگر: گزاره 2-4 g    گاه آن ،∋
f) الف( g f g fgM M M M M= =∩.   
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7 ها از پيدايش تا به امروز  ايدآل–zنگرشي بر  

f )ب( g f gM M M
+

+ = 2 2.  
، 10-1 ةاين موضـوع و قـضي     از اين رو با كمك      

 وجـود دارد و اضـافه بـر         C(X) ،zI در   Iبراي هر ايدآل    
=∑هــــــاي جبــــــري  نمــــــايش ∈If fz MI و 

∑= ⊆IM f
z

f MI هاي توپولوژيكي   توان نمايش   مي
{ })()(:)( gZfZIfXCgIz  و    =∋∃∋∈⊇

{ }IffZgZXCgI z ∈⇒⊆∈=  را   )(:)()(
هر ، براي 10-1 قضية بنا به ،علاوه براين. دست آورد هنيز ب

ــدآل  ــت C(X)در  J و Iدو ايــــ ــواهيم داشــــ   خــــ
( )z z zI J I J+ = قبلاٌ ديديم كـه برابـري قـسمت         .+

اي درست نيست، ولي در       در هر حلقه   4-1 ةدر گزار ) ت(
C(X)    تـوان ايـن     هاي توپولوژيكي مي    با كمك اين نمايش

  .برابري را اثبات كرد

 گـاه  آن باشـند،  C(X) دو ايـدآل در  J و  Iاگر  :  گزاره 2-5
( ) ( )z z z z z zI J I J I J IJ= = =∩ ∩ .  

 را در   هـا  ايـدآل  z–هـايي از     در بخش قبل مثـال    
تـر گفتـيم بـا كمـك      طور كـه پـيش    ها ديديم و همان    حلقه

ي هـا  ايـدآل  z–تـوان     مـي  C(X)  توپولـوژيكي  هاي ويژگي
x براي هرمثلاً. دفراواني معرفي كر X∈  ،يها ايدآل  

} X\Z(f)متناهي است( ) { ( ) :FC X f C X= ∈  
})(\ fZX است فشرده:)({)( XCfXCK ∈=  

)}(int:)({ fZxXCfO Xx ∈∈=  
  هـاي ديگـري از     مثـال  C(X)ي اول مينيمـال در      ها ايدآلو  
–z چنين اگر   هم. باشد  مي ها ايدآلI   يك –z     ايدآل در يـك

RS باشـد و     R كاهشي   حلقة  ايـدآل خـارج     گـاه  آن ،⊇
):(}:{قسمتي IaSRaSI ايدآل  z– نيز يك    =∋⊇
 )S : I(اگر واقع در ،اين موضوع درست نيست عكس. است
اول هـم    - ممكن اسـت حتـي نـيم       I ايدآل باشد،  z–يك  
 از موارد ديگر مانند نادرستي  اين موضوع و بسياري   . نباشد

ــسمت  ــزار) ب(عكــس ق ، نادرســتي عكــس  4-1 ةدر گ

 11-1در گزاره   ) پ(و نابرابري در قسمت     ) الف(قسمت  
نـشان داده  ] 25[ در   ،C(X) حلقةهاي برتر    با كمك ويژگي  

  .اند شده
 يك ايـدآل اول در يـك   P تر ديديم كه اگر    پيش

 نيـز اول    zPگـاه  آنوجود داشته باشـد،      zP و R حلقة
اي تاكنون معلوم   در هر حلقهzP اول بودن يا نبودن. است

 باشـد،   C(X) يـك ايـدآل اول در        Pنشده است، ولي اگر     
و بنـا    اسـت    Pايدآل شامل ايـدآل اول       z– يك   zP گاه آن
اري از نتـايج    يگرچـه بـس   .  اول اسـت   zP ،1-2 قـضية به  

 هـم درسـت     C(X) حلقـة ي  هـا  ايدآلپيشين در خصوص    
 را اول فرض كنـيم موضـوع        ها ايدآلنيست، ولي وقتي كه     

اثبـات  ] 25[مرجـع    زير كـه در      ةقضي. متفاوت خواهد بود  
  .كند شده است به چند مورد اشاره مي

 I دو ايـدآل اول و   Q و Pكنـيم  فـرض مـي    : قضيه 2-6
  اين صورت،  در.  باشدC(X)ايدآل در  z–يك 

zzz)الف( QPQP +=+ و  )(
zzz PIPI +=+ )(.  

ــر )ب( zzاگ QP ــاه آن ،⊇ ــر  P  وQ گ ــشكيل زنجي  ت
  .دهند مي

zهرگاه) پ(
z QP P گاه آن، ⊇ Q⊆ .  

Pاگر) ت( Q⊆  ،گاه آنP وzQ       در يك زنجيـر قـرار

  . دهند مي  نيز تشكيل زنجيرQو zPدارند، همچنين
zzاگر  ) ث( QP  در يك زنجير    اً لزوم P و Q گاه آن ،   ⊇

 .نيستند

  
3 -z- حلقة در ها ايدآل C(X)  

   ديديم كه هـر ايـدآل اول مينيمـال روي يـك             1در بخش   
–z اي يك     در هر حلقه   ايدآل–z است ولـي عكـس      ايدآل 

ــست  ــت ني ــع در . آن درس ــه دو روش] 14 و 12[مراج  ب
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 نيز C(X)متفاوت نشان داده شد كه عكس اين موضوع در 
در صورتي كه هر ايـدآل اول مينيمـال روي          . درست است 
 ايـدآل  گاه آن،  باشدايدآل R  ،-z حلقة در يك  Iيك ايدآل

I يك z-   وقتي هـر ايـدآل     . ]12[،  شود ايدآل ناميده مي
 گــاه آن باشـد،  ايــدآل z– يـك  Iاول مينيمـال روي ايــدآل  

 اســت و در ايــدآل z– يــك Iهــا؛ يعنــي، اشــتراك آن
 قـضية  بنا بـه     گاه آن باشد،   ايدآل z– يك   I صورتي كه 

 I در نتيجـه روي      وI، هر ايدآل اول مينيمال روي     6 -1
ايـدآل   -zبـه ايـن ترتيـب       . خواهد بود  ايدآل z–يك  

بـا كمـك    .  است I بودن   ايدآل z– همان   Iبودن ايدآل   
اثبات شده است، معادل بودن     ] 12[مرجع   زير كه در     قضية

 بـــه C(X) در "ايـــدآل -z" و "ايـــدآل z–" واژةدو 
  .آيد دست مي هسادگي ب

در .  باشد C(X) يك ايدآل در     Iكنيم    فرض مي  : قضيه 3-1
)اين صـورت اگـر       )f C X∈   و IM f  گـاه  آن،  ⊇

IM f ⊆.  
شـود كـه بـراي هـر دو           نتيجه مـي   1-3 قضيةاز    

ــدآل  ــر C(X)  درJ و Iاي ــك J، اگ ــدآل z– ي ــد واي   باش
IJ IJ گاه آن،  ⊇ همچنين بـا اسـتفاده از ايـن        . ⊇

  قضيه خواهيم داشت
{ } { }: :f f f fM M I M M I⊆ = ⊆  

ff، داريـم    ∋Nnجا كه براي هر    و از آن  
MM n = ،

ــس } پـ } { }: :f fM f I M f I∈ = ــشان . ∋ ــن نـ ايـ
ــي ــه  مــ ــد كــ دهــ

f ff fM I M IM M⊆ ⊆=∑  و ∑
f ff I f IM M∈ ∈=∑ ين ترتيب نتايج زير به      و به ا   ∑

  .آيد دست مي هسادگي ب

در .  باشد C(X) يك ايدآل در     I كنيم فرض مي  :هنتيج 3-2
  اين صورت

) )الف( ) zz
I I= و ( )z zI I=.  

 z– يـك    I  است اگر و تنها اگـر      ايدآل z– يك   I )ب(
  . باشدايدآل

   واژةدهـد كـه دو       ع نشان مـي    در واق  2-3 نتيجة  
"–z و   "ايدآل "z- در   "ايـدآل C(X)    بـه  .  يكـي اسـت

 بـه سـادگي     C(X)، با كمـك ايـن نتـايج در          عبارت ديگر 
توان نشان داد كه هر ايدآل اول مينيمال روي يك ايدآل   مي

I   يك –z است اگر و تنها اگر       ايدآل I   يك –z باشد ايدآل  .
 ايدآل z– يك   Iهر ايدآل اول مينيمال روي      در صورتي كه    
 خواهد بـود كـه بنـا بـه          ايدآل z–يك   Iباشد، آشكارا   

 يـك  Iبه عكس اگر .  استايدآل z– نيز يك I،  2-3 نتيجة
–z و   ايدآل P       يك ايدآل اول مينيمال روي I   ،گـاه  آن باشد 

PPII zz  zP و I مينيمـال روي     P و چون    =⊇⊇

zPPاول است، پس   . استايدآل z– يك P؛ يعني، =
 و يـك    ايدآل z– ديديم كه مجموع يك      تر  پيش  

 است  ايدآل z–ايدآل اول كه در يك زنجير نباشند، يا يك          
با اسـتفاده از نتـايج ايـن        . باشد  مي C(X) همةو يا برابر با     

به شرح زير تعميم داده ] 12[جع مربخش، اين موضوع در  
  .شده است

 و يك ايـدآل اوليـه در        ايدآل z–مجموع يك    :هقضي 3-3
C(X)             كه در يك زنجيـر نيـستند، يـا يـك –z  اول  ايـدآل 

  .باشد  ميC(X) همةاست و يا برابر با 
هاي قبـل در     سرانجام مشابه نتايجي كه در بخش       

ئـه شـد،     ارا هـا  ايدآل z–ي اول و    ها ايدآلخصوص ارتباط   
 در C(X) ةي اولي ـهـا  ايـدآل  و ها ايدآل z–هايي بين    ارتباط
  .دست آمده است هبه شرح زير ب] 12[مرجع 

 C(X) يك ايـدآل اوليـه در        Q كنيم فرض مي :  گزاره 3-4
   در اين صورت .باشد

  .ي اول هستندها ايدآل zQ وzQ-)الف(
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9 ها از پيدايش تا به امروز  ايدآل–zنگرشي بر  

ــاي ) ب( ــصر يكتــ Xxعنــ β∈  ــه ــود دارد كــ  وجــ
xx MQO ⊆⊆.  
 نيـز   Q گـاه  آنباشد،  ) مينيمال( ماكسيمال   Qاگر  ) پ(

 .است) مينيمال(ماكسيمال 

 يك ايـدآل اوليـه      Q يك ايدآل،    Iاگر) الف(:  گزاره 3-5
QI و   C(X)در    يـك   I گـاه  آن باشد،   ايدآل z– يك   ∩

z- اســت و ايــدآل Q يــك –z در . باشــد  اول مــيايــدآل
QI اوليـه و    هم Iصورتي كه   باشـد،  ايـدآل  z– يـك  ∩

  . اول هستندايدآل z–هردو Q   وI گاه آن
ــر) ب( ــه در J وIاگ ــدآل اولي ــه  C(X)  دو اي ــند ب  باش

 گــاه آن تــشكيل زنجيـر ندهنــد،  J وIاي كــه گونـه 
JI  C(X) همـة  اول است و يا برابر بـا         ايدآل z– يك   +
  .اشدب مي

 ـ    تجزيه ايدآل z–هر  ) پ(  مينيمـال در    ة اولي ـ ةپذير با تجزي
C(X) اشتراك تعداد متناهي از ،–z ي اول استها ايدآل.  

 ـ      دو ايدآل تجزيـه    J و Iاگر  ) ت(  ة اولي ـ ةپـذير بـا تجزي

)گاه آن باشند، C(X)مينيمال در  ) zzz JIJI +=+.  
  
4-z- حلقةي شمارا توليد شده در ها ايدآل C(X)  

 بـه  C(X) ي ماكـسميال  هـا  ايـدآل شويم كه    ابتدا يادآور مي  

ــورت } صــ })(:)( fZclpXCfM X
p

β∈∈= ،
Xp β∈كه هستندXβ چك فـضاي   - استون فشردة X 

ــي ـــب م ــ. دـاش ــرـب Xpراي ه β∈ــ ــpOدآلـ، اي يز ـ ن
}صورت هـب })(int:)( fZclpXCfO XX

p
ββ∈∈=

XAبراي هر    .شود تعريف مي  β⊆  ،يهـا  ايدآلAM  و 
AO   نيــــز بــــه صــــورت∩ Ap

pA MM   و=∋

∩ Ap
pA OO Aوقتــي  .باشــند  مــي  =∋ X⊆  يـــا

P X∈  ،بـا  هـا  ايـدآل  اين   گاه آن pM  ،pO  ،AM  و 
AOبراي هر ايدآل. شوند  نمايـش داده ميI در ( )C X، 

ــي  ــرار م ــيم  ق }ده }pMIXpI ⊆∈= :)( βθ در ،
ــع ∩واق If X fZclI ∈= )()( βθ ــب ــن ترتي ــه اي   و ب

pMI Ip)( تنها اگر  اگر و  ⊇ θ∈ .  هر هيأت خـارج

pMXCقسمتي باشـد كـه در      مـي  R شامل هيـأت   )(/
ه در صـورتي ك ـ   .  توابـع ثابـت اسـت      مجموعةواقع همان   

RMXC p طـور    و همـين   pM ايـدآل  گاه آن،  )(/=
ــة ــن صــورت ا  p نقط ــر اي ــي و در غي ــي برا حقيق رحقيق

XCf)( اگر هر تابع  . گوييم مي  را به عنوان تابعي از      ∋

X   اي  تك نقطهة به فشرده شدR؛ يعني،}{* ∞= ∪RR 
*  يك توسيع  گاه آنتصور كنيم،    *:f X Rβ  خواهـد   →

در ايــن صــورت ابــر حقيقــي بــودن يــك ايــدآل . داشــت
ــا وجــود تــابعمعــادل  pنقطــةو يــا  PM ماكــسيمال  ب

)(XCf )* است كه    ∋ )f p =  يا معادل با ايـن    و   ∞
}|:)(|{ ،∋Nnاست كـه بـراي     nxfXxZn ≥∈= 

] متعلق به  ]pZ M توان نـشان داد كـه       همچنين مي .  باشد
 تنها اگـر   حقيقي است اگر و    C(X) در   Mايدآل ماكسيمال   

[ ]Z M         ت ايـن   اثبـا .  تحت اشـتراك شـمارا بـسته باشـد
هـاي مربـوط بـه مباحـث ايـن          ها و همچنين زمينه    واقعيت

  .مطالعه كرد] 29[مرجع  تر در توان جامع بخش را مي
) در Fفيلتـر  -z( XC)( در I ايدآل   ( )Z X  را 

) (⊇XCA)(توليد شده توسط     )A Z X⊆(   گـوييم 
) ههرگا )F I تـرين ايـدآل       كوچك)-z  شـامل ) فيلتـرA 
 شمارا  مجموعة توسط يـك    Iدر صورتي كه ايدآل    .باشد

را شمارا توليد شده و يــا داراي         I، ايدآل   توليد شده باشد  
]فيلتـر    z–گوييم و اگـر      مي مولـــد شمارا  ]Z I   توسـط 

توليد شـده    z–را شمارا    I شمارا توليد شود،     مجموعةيك  
در  .مولد شـمارا اسـت     z–داراي   Iگوييم   ناميم و يا مي    مي

  زيـر در   قـضية ي شمارا توليد شده، نخـست       ها ايدآلمورد  
  . مطرح و اثبات شده است] 15 [مرجع
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كـه در    C(X)ايدآل شمارا توليـد شـده در        هر  : قضيه 4-1
 c2يك ايدآل ماكسيمال ابر حقيقي قـرار داشـته باشـد، در           

  .ايدآل ماكسيمال ابر حقيقي قرار دارد
 توان ديد كه اگر ايـدآل ماكـسيمال        به سادگي مي  

pM   در C(X)      ةتـولـــيد شـد   شامل يك ايدآل شمارا I 
IZclp][ اي كه باشد به گونه X ∩β∉  ،گاه آنpM  ابر
 شمارا توليـد شـده و       Iدر حالت خاص اگر     . حقيقي است 

][IZ∩    ،هـر ايـدآل ماكـسيمال آزاد    گـاه  آن فشرده باشد 
دهـد كـه     اين موضوع نـشان مـي     .  ابر حقيقي است   Iشامل  

را يك ايدآل آزاد واقع در يك ايدآل ماكسيمال يكتـا، شـما           
)-z(   ي آزاد هـا  ايـدآل در حالت خـاص     .  توليد شده نيست 

pO   در واقـع   .  مولد شمارا ندارنـد    ،ي اول آزاد  ها ايدآل و
 زير، يك ايدآل ماكسيمال مولد شـمارا        ة ساد قضيةبا كمك   

  . با يك خود توان توليد شودهرگاهدارد 

 z– و X بــستة مجموعــةزيــر  يــك Fاگــر: قــضيه 4-2
.  باز اسـت   Fگاه آن داراي مولد شمارا باشد،      FMايدآل

داراي مولـد   Mخـاص اگـر ايـدآل ماكـسيمال    در حالت   
pMMگـاه  آنشمارا باشد،    p كـه  = X∈    نقطـة  يـك 

   .شود يك خودتوان توليد ميبا  M،منفرد است؛ يعني
 شـود كـه اگـر      ابتدا اين واقعيت ثابـت مـي      ] 15[مرجع  در  

p X∈   يك Gδ−    نقطه و Z       يـك صـفر مجموعـه در  
\ { }S X p=   ،گـاه  آن باشد { }Z p∪       نيـز يـك صـفر 

 جالـب و    قضية ، است و سپس با كمك آن      Xمجموعه در   
  . رسد ميبا اهميت زير به اثبات 

ــضيه4-3 ــده  z-:  ق ــد ش ــمارا تولي ــدآل اول ش ــر  اي ي غي
  .وجود ندارد C(X)ماكسيمال در 

  -z ي بـا مولـد شـمارا در         هـا  ايدآلC(X)  اي بـر
 فشردةبرخي از فضاهاي توپولوژي مانند فضاهاي فشرده،        

 ]16-18[مراجــع موضــعي، نرمــال و شــمارا نــوع اول در 

خـذ  أ م  نتايج اين بخش از ايـن سـه        بقية .اند شناسايي شده 
پيش از پرداختن به اين نتايج به مفهـوم         . اند استخراج شده 

 خــالص  حلقــه رادر Iايــدآل . ايــدآل خــالص نيازمنــديم
f هـر بـراي يم، هرگـاه    نام مي I∈ تـابع ،g I∈  موجـود 

f باشد كه  fg= .     بـه صـورت زيـر       هـا  ايـدآل ايـن نـوع 
  .اند شناسايي شده

  .  باشدC(X)يك ايدآل در  Iفرض كنيم : گزاره 4-4
fتنهـا اگـر بـراي هـر        خالص است اگر و    I) الف( I∈ ،

g عنصر I∈    اي كـه    موجود باشد به گونه\ ( )X Z f  و 
( )Z gكاملاٌ مجزا باشند .  

 خـالص   C(X) در I ايـدآل    گاه آننرمال باشد،    Xاگر  ) ب(
fتنها اگر براي هر است اگر و I∈ ،عنصر g I∈  وجود

)(int)( داشته باشد كه fZgZ X⊆.  
}در صورتي كه   }nf ي در   ا  دنبالهC(X)   باشد كه

)(int)( داشته باشيم  ∋Nnبراي هر  1 nXn fZfZ ⊆+ ،
 شـده  توان نشان داد كـه ايـدآل توليـد     به سادگي مي گاه آن

تـوان   همچنـين مـي   . استايدآل   z– توسط اين دنباله، يك   
با مولد شمارا توسط     C(X) اول در  -ديد كه هر ايدآل نيم    

ــه  ــك دنبالــ }{يــ ng ــي ــد مــ ــه    توليــ ــود كــ شــ
1 2( ) ( ) ... ( ) ...ng g g⊆ ⊆ ⊆ اكنون با كمك ايـن     . ⊇

توان بـه    داشتيم، مي2-4 قضية از  پيشموضوع و بحثي كه 
  .  زير دست يافتةنتيج

 يك فـضاي شـماراي نـوع اول         Xفرض كنيم   : قضيه 4-5
ايـدآل بـا     -z در اين صورت هـر    . باشد)  موضعي فشردة(

}داراي يــك مولــد شــماراي C(X) مولــد شــمارا در }nf 
 ،∋Nnهــــر اي كــــه بــــراي اســــت بــــه گونــــه

)(int)( 1 nXn fZfZ ⊆+ .  
، 4-4 ةن بـا اسـتفاده از ايـن قـضيه و گـزار            اكنو  

 نرمـال و    X، وقتـي     C(X)ي شمارا توليد شده در      ها ايدآل
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اسـت بـه    )  موضـعي  فـشردة يا نرمال و    (شماراي نوع اول    
  .شرح زير شناسايي خواهند شد

 نرمــال و شــماراي نــوع اول Xاگــر فــضاي : نتيجــه 4-6
ايـدآل بـا     -zباشد، در اين صورت هـر       ) فشرده موضعي (
  . خالص استC(X)ولد شمارا در م

 نشان داده شد كه     ]18  و 17[  مراجع درسرانجام    

  اسـت كـه  AO بـه صـورت   C(X)هر ايدآل خـالص در     
X Aβ با توجـه   . باشد مي Xβيك صفر مجموعه در   ⊆

ي هـا  ايدآل -z زير،   قضية، در   6-4 نتيجةبه اين موضوع و     
ــد شــده در   ــمارا تولي ــال و   C(X)ش ــضاهاي نرم ــراي ف ب

اي آشـكارتر    بـه گونـه   ) فشرده موضعي (شماراي نوع اول    
  . شوند شناسايي مي

 يك فضاي نرمال و شـماراي نـوع اول          Xاگر  :  قضيه 4-7
 بـا   C(X)ايـدآل در     -z هـر    گاه آنباشد،  ) فشرده موضعي (

 يــك صــفر A  اســت كــهAOمولــد شــمارا بــه صــورت
  . باشد مي Xβــجموعه درم

 بـه   X فـضاهاي توپولـوژي    ]4  و 3[مراجع  در  
ي با مولد   ها ايدآل -C(X)، z اند كه در   اي معرفي شده   گونه

 . نيستندAOشمارا وجود دارند كه خالص و يا به صورت

  
5- z-هاي نسبي در  ايدآل( )C X 

هـا؛    ايـدآل  -zتـري از   قبل از آن كه به سـراغ نـوع قـوي          
تـري   هاي ضـعيف    ايدآل -zها برويم، به    ايدآل -Dzيعني،
. انـد  ورد مطالعـه قـرار نگرفتـه      پـردازيم كـه تـاكنون م ـ       مي

)ها را در يك حلقه و يا در         ايدآل -zوقتي )C X  تعريف 
تـوان ايـن تعريـف را بـه يـك            كنيم، به طور طبيعي مي     مي

بـه عبـارتي    .  حلقه محـدود كـرد     ةايدآل حلقه به جاي هم    
) يك ايـدآل در    Jاگر )C X و I    زيـر ايـدآل J   ،باشـد 
 نــاميم هرگــاه اگــر ايــدآل مــي z–  يــكJ را درIگــاه آن

g J∈،f I∈و ( ) ( )Z f Z g⊆ ،ــاه آن gگ I∈ . ــا ب
آشكارا هر   .گوييم  ايدآل مي  -Jz را يك  Iچنين شرايطي، 

 در Iايـدآل  z- ايدآل اسـت و هـر  -Iz خود يك Iايدآل
( )C X    به ازاي هر ايدآل ،J شامل I  يـك ،Jz-  ايـدآل  
  موجــود باشــد كــهJدر صــورتي كــه ايــدآل. باشــد مــي
JI ⊂  ،JI  گـوييم  باشد، مـي    ايدآل -Jz يك Iو ≠
I يك z-          ايدآل نـسبي اسـت و بـه اختـصار I   را يـك  

rez-ناميم  ايدآل مي .  
توان ديد كه  اده از تعريف، به سادگي ميبا استف

)ايدآل در -z يك Jاگر )C Xو I J⊆يك Jz- 
اينك با . تايدآل اس -z نيز يكIگاه آنايدآل باشد، 

 ايدآل نباشد، -z يكJتوجه به اين موضوع، اگر ايدآل
 نخستين پرسشي كه مطرح است اين است كه آيا يك

Jz- ايدآلIوجود دارد كه z- هاي  ايدآل نباشد؟ پرسش
هاي نسبي نيز   ايدآل-zمتعدد ديگري در ارتباط با

 ايدآل -rezتواند يك مثلاً، آيا هر ايدآل مي،اند مطرح
 -Jz  ايدآل همواره يك-Jzباشد؟ آيا مجموع هر دو

 ايدآل -rezايدآل است؟ و بالاخره آيا مجموع هر دو
ها  پيش از آن كه به اين پرسش باشد؟  ايدآل مي-rezيك

هاي   ايدآل-zهاي معادل ديگري از پاسخ دهيم، تعريف
يم كه با استفاده از تعريف، دهنسبي به شرح زير ارائه مي

  . آيند دست مي هبه سادگي ب

) دو ايــدآل درJ وIفــرض كنــيم:  گــزاره5-1 )C X 
Iهــستند كــه J⊆ .هــاي زيــر  در ايــن صــورت عبــارت

  .معادلند
  . ايدآل است-Jz يكI)الف(
zI)ب( J I=∩ .  
ــدآل -z)پ( ) درK ايــ )C X ــه ــود دارد كــ   وجــ

IJK =∩.  
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هـاي    ايـدآل  -z،گونه كـه در هـر ايـدآلي        همان
 ايـدآل   -J،Jzشـود، بـراي هـر ايـدآل        متعدد يافت مـي   

  بـه طـور     زير ةاين موضوع در گزار    .غيربديهي وجود دارد  
  . دقيق بيان شده كه پاسخ پرسش اول است

) يك ايدآل در   Jفرض كنيم :  گزاره 5-2 )C X  باشد كه  
z- ــست ــدآل ني ــدآل  .  اي ــورت اي ــن ص JIدر اي ⊂ ،
JI  ايـدآل   -z ايدآل است ولـي    -Jz وجود دارد كه   ≠

  .نيست
  ايــدآل نيــست،-z يــكJحقيقــت چــوندر 

k J∈ و ( )h C X∈  موجودند كه  )()( kZhZ  و  =
h J∉ .     در اين صورت كافي اسـت ( )g C X∈  ـ  ه  را ب

)()(=φاي انتخاب كنـيم كـه        گونه hZgZ  و قـرار    ∩
JMIدهيم g هـاي   پاسخ پرسش بعـدي از مثـال       .=∩

شويم كه يـك     ميشود، پيش از آن يادآور       تخراج مي زير اس 
 هـر ايـدآل     هرگـاه  حلقه را اساسـي گـوييم         يك ايدآل در 

هــاي  ايــدآل. ناصــفر را در غيــر از صــفر قطــع كنــد    
)ياساس )C X      34 و   33[مراجع   به طور توپولوژيكي در [

مأخذ ثابـت شـده اسـت كـه         دو  در اين   . اند شناسايي شده 
ــدآل ) درEاي )C X  ــر ــا اگ ــر و تنه ــت اگ ــي اس   اساس

φ== ∈∩∩ EfXX fZEZ )(int][int.  

) در  هر ايدآل غير اساسـي     : مثال 3 -5 )C X  يـك rez- 
  ايـدآل  گاه آن غيراساسي باشد،    Iدر واقع اگر  . ايدآل است 

K     وجود دارد كه ( )I K =∩ D        و به اين ترتيـب كـافي 
Jاســت قــرار دهــيم I k= JIپيداســت كــه. +  و ⊃

JI  ايدآل -Jz يك Iشود كهبه سادگي ديده ميو  ≠
اول  را دو ايدآل     Q و   Pبه عنوان مثالي ديگر، اگر     .است
)در )C X    يريم كه بگ در نظرQ يك z-   ايدآل باشد ولي  
P يك z-    ،ة و گزار  8-1 ة مطابق قضي  گاه آن ايدآل نباشد 
5-1،I P Q=  ايـدآل   -z ايدآل است كـه    -Pz  يك ∩

PIنيست و   كـه   بـه سـادگي خـواهيم ديـد       سرانجام  . ≠

)ايدآل اصلي  )f در ( )C X يك rez-     ايدآل است اگـر 
ــرو تن ــا اگ )ه ) ( )Ann f ≠ D ــا φ≠)(int و ي fZX ؛

)يعني، اگر و تنها اگر     )f        يك ايدآل غيـر اساسـي باشـد  .
 -rezپيش از اين ديديم كه هـر ايـدآل غيراساسـي يـك            

)ايدآل است و در صورتي كه      )f يك rez-   ،ايدآل باشد 
ــعدر ــه   ] 25 [ مرج ــده ك ــت ش φ≠)(intثاب fZX ؛

)يعني )f    ترتيب، ايـن    نبه اي .  يك ايدآل غيراساسي است 
 ايـدآل   -rezدهد كه هر ايدآلي لزومـاً يـك        مثال نشان مي  

 "كه شناسايي جبري تقريبا    زير   ة آن نتيج  نيست و علاوه بر   
P-   فـضاي  .آيـد  دست مـي   هب فضاهاست X   را تقريبـا " 
P-  ناميم هرگاه هر      فضا ميδG- ناتهي داراي   مجموعة 

تر ايـن     بيش هاي براي آگاهي از ويژگي   . درون ناتهي باشد  
  .مراجعه نمايد] 37 و 36 ،35[  بهتواند فضاها، خواننده مي

) هر ايدآل اصلي در    : نتيجه 4 -5 )C X يك rez-  ايدآل 
  .  فضا باشد-P  تقريباXًاست اگر و تنها اگر

 در  " ايـدآل    -rez" و " ايـدآل  -z"دو مفهوم   
)هاي اول  مورد ايدآل  )C Xعلاوه بر آن اگـر .  يكسانندI 

 ايـدآل   -z هر ايدآل اولي كه    گاه آن ايدآل باشد،    -Jzيك
در حالـت   .  نيـز هـست    J است، شـامل   Iنيست و شامل  

 ايدآل نباشد و    -z يك ايدآل اول باشد ولي     Pخاص اگر 
تـرين    بـزرگ  Pگـاه  آنايـدآل باشـد،      -Pzيك Iايدآل

}: ايدآل است-Jz يك I{ةعنصر مجموع  Jخواهد بود  .
، بـه سـادگي ديـده       1-5 ةبا كمـك ايـن موضـوع و گـزار         

 نيـز   Iگاه آن ايدآل باشد،    -rez يك Iاگرشود كه    مي
 Qبـراي هـر ايـدآل نـيم اول        . باشد ايدآل مي  -rez يك

 -Jz يـك  Q  وجود دارد كه   Jترين ايدآل  هميشه بزرگ 
 بلكـه بـراي     ،اول –هاي نيم  نه تنها براي ايدآل    .ايدآل باشد 

)هر ايدآل  )C X وقتي ،X يك F-       فضا باشد نيـز ايـن 
هـا را خواننـده      اثبـات ايـن واقعيـت     . دهـد پديده رخ مـي   
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نتـايج زيـر نيـز بـه        . مطالعـه كنـد   ] 25[رجع  تواند در م   مي
  .آيد دست مي ه ب1-5 ةسادگي با استفاده از تعريف و گزار

  بـراي  αI و A،B،I،J،K فرض كنـيم  :  گزاره 5-5
Sα هر )هايي در  ايدآل∋ )C Xباشند، در اين صورت :  

KJIاگر  ) الف( يدآل باشـد،    ا -Kz يك   I و   ⊇⊇
  .  ايدآل نيز هست-Jz يكI گاه آن
KJIاگر  ) ب( ⊆⊆  ،I يك Jz-    ايـدآل و J  يـك 

Kz-گاه آناشد،  ايدآل ب Iيك  Kz-ايدآل است .  
Iاگر) پ( J⊆ و I  يـك Jz-      ،گـاه  آن ايـدآل باشـد 

I I= .در حالــت خــاص اگــرI يــك 
I

z- ايــدآل 
Iگاه آنباشد،  I=.  

Iاگــر ) ت( J⊆و Iيــك Jz - ،گــاه آن ايــدآل باشــد 
Iيك  Jz-ايدآل است .  
Aاگر) ث( J⊆،KB ⊆،A  يـك Jz-   ايـدآل و B 

Aگـاه  آن ايـدآل باشـد،      -Kz يك B∩  يـك KJz ∩- 
  .ايدآل است

Sα براي هر  هرگاه) ج( ∈،JI ⊆α   و αI  يـك Jz- 
∩ گاه آنايدآل باشد،  S I∈α αيك Jz-ايدآل است  .  

دهـد   لا در واقع نشان مي باةدر گزار) ج(قسمت  
Iكه اگر  J⊆  ،ترين  كوچك گاه آنJz-    ايـدآل شـامل I 

بـه راحتـي   . دهـيم   نمايش مي  JzIوجود دارد كه آن را با     
JI چيــزي جــزءJzIتــوان ديــد كــهمــي z .  نيــست∩

  نيـز در صـورت وجـود بـا         I ايـدآل در   -Jzترين بزرگ
JzI   آشكارا وقتي مجمـوع هـر دو      . شود نمايش داده مي 

Jz- يك  ايدآل Jz-  گـاه  آن باشـد،     ايـدآلJzI   وجـود 
عكس اين موضوع نيز درست است و بـا توجـه بـه             . دارد

. تـوان شناسـايي كـرد      را مـي   Xاين شرايط جبري فضاي   
) يك ايدآل در   Jتوان نشان داد كه اگر    نخست مي  )C X 

ــراي هــر دوگــاه آنباشــد،   برابــري K وI ايــدآل-z ب

( )I K J I J K J+ = +∩ ∩  JzI معادل با وجود   ∩
 -Jzو همچنين معادل است بـا ايـن كـه مجمـوع هـر دو            

)ايدآل در  )C X يك Jz-  سـپس بـا اثبـاتي      .  ايدآل باشد
توان ديد كه براي هـر      مي] 32 [ مرجع دررا   1-3مشابه لم   

 K و I ايـدآل  -z و براي هـر دو     Jايدآل مطلقاً محدب  
) داريــم )J I K J I J K+ = +∩ ∩  و در صــورتي ∩

 يك ايدآل محـدب باشـد،       Jكه اين برابري برقرار بوده و     
سرانجام با توجه به اين كه هـر        . حتماً مطلقاً محدب است   

)ايدآل )C X  است اگر و تنها اگر      مطلقاً محدب X  يـك  
F-شود كه فضاي فضا باشد، ثابت ميXيك F- فضا 

) درJاست اگر و تنهـا اگـر بـه ازاي هـر ايـدآل            )C X ،
  . ايدآل باشد-Jz ايدآل يك-Jzمجموع هر دو

  .هاي زير معادل هستندگزاره:  قضيه5-6
) در Jبراي هر ايـدآل   ) الف( )C X      و بـراي هـر دو z- 

)داريم K وIآلايد )I K J I J K J+ = +∩ ∩ ∩ .  
 -Jz، مجمـوع هـر دو     XC)( در Jبراي هر ايدآل  ) ب(

  . ايدآل است-Jzايدآل يك

 J،JzI از I و هـر زيـر ايـدآل       Jر ايدآل براي ه ) پ(

=∑وجود دارد و ⊆ IJfM f
z JMI J ∩ ∩.  

  . فضاست-F يك X)ت(
 هر گاه آن فضا باشد، -P يكXدر صورتي كه 

)ايدآل )C X  يـك z-           ايـدآل اسـت و طبعـاً هـر ايـدآل  
( )C X يكrez-       ايدآل نيز هست و در نتيجـه مجمـوع
) ايدآل در  -rezوهر د  )C X يك rez-  باشد ايدآل مي .

)  ايـدآل در   -rezاكنون اگر مجموع هـر دو      )C X  يـك  
rez-   ايدآل باشد و Xيك P- ،ايدآل گاه آن فضا نباشد 
) در Pاول )C X    وجود دارد كـه z-    در .  ايـدآل نيـست

  وMاين صورت با در نظر گـرفتن دو ايـدآل ماكـسيمال         
M ) بــا ويژگــي′ )M M C X′+  -pzتــوان دو ، مــي=

Iايــدآل   P M= Kو ∩ P M ′=  را ســـاخت كـــه ∩
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 ةباشد و بـالاخره بـه نتيج ـ       ايدآل نمي  -rezها مجموع آن 
  .ير دست يافتز

  :هاي زير معادل هستندگزاره:  قضيه5-7
  . فضاست-P يك X) الف(
)هر ايدآل در) ب( )C Xيك rez-ايدآل است  .  
)آل در  ايـد  -rezمجموع هر دو  ) پ( )C X  يـك rez- 

  .ايدآل است
  

6- Dz-هاي يكدار كاهشي ها در حلقه  ايدآل  
هـا، ابتـدا در       ايـدآل  -zها را نيز ماننـد      ايدآل -Dzمبحث
كنـيم و خـواهيم      ر مطالعه مـي   پذير يكدا  هاي تعويض حلقه

توان در نظر  مينيز  هيچ كاستي بيديد كه شرط كاهشي را    
پـذير يكـدار باشـد،        تعـويض  ة يـك حلق ـ   Rاگـر . گرفت

)(RMin  هـاي اول مينيمـال      ايدآل ة هم ة را گردايR  در 
هـاي    ايـدآل  ة، اشتراك هم ـ  ∋Raگيريم براي هر  نظر مي 

 ،دهـيم؛ يعنـي    نمـايش مـي    aP را بـا   aاول مينيمال شامل  
∩ )(RMinpaa PP ، نتايج زير در ارتباط با ايـن        =∋∋

  .آيددست مي هنماد به سادگي ب

Rcbaاشد و يك حلقه بRاگر:  گزاره6-1  گاه آن، ,,∋
  .هاي زير برقرارندعبارت

abPPaP) الف( b =∩.  
bPaPاگر ) ب( bcPacPگاه آن، ⊇ ⊆.   
Nn∈ ،aPaPبراي هر) پ( n =.   
aPbPا اگر اگر و تنه∋aPb) ت( ⊆.  

 ايـــدآل -Dz راRة در يـــك حلقـــIايـــدآل
IaP داشته باشيم ∋Iaگوييم هرگاه براي هر    مي با  .⊇

 -Dzاستفاده از اين تعريف، هر ايـدآل اول مينيمـال يـك           

ايدآل نيـز    -Dzباشد و آشكارا اشتراك هر تعداد     ايدآل مي 

 در  aاز ايـن رو بـراي هـر عنـصر         . ايدآل است  -Dzيك

 ايـدآل   -Dzه آن را  باشد ك  ايدآل مي  -Dz يك aPحلقه،
ــاميم اي حلقــه مــيپايــه  ؛ يعنــي،PDدر حالــت خــاص . ن

)(Rrad تـرين   كوچكDz-   ايـدآل درR     اسـت و هـر  
Dz-  ايدآل در R شامل )(Rrad  از ايـن رو    . باشـد  مـي

 -Dz، همان ساختار  Rةهاي يك حلق   ايدآل -Dzساختار
/)(ةهاي حلق  ايدآل RradR باشد و به همـين سـبب        مي
)()(توان فرض كرد   مي D=Rrad  توان حلقـه   ؛ يعني، مي

پيش از آن كه به مطالـب اصـلي در           .را كاهشي تصور كرد   

هـا بپـردازيم، گـزاره زيـر را بيـان             ايـدآل  -Dz ارتباط بـا  

هـا مـوثر و مفيـد         ايـدآل  -Dzعةكنيم كه در روند مطال     مي
  .است

ة  يك ايدآل اول در يك حلق      Pهرگاه) الف(:  گزاره 6-2
R    باشد، در اين صورت P        مينيمال است اگر و تنها اگـر 

ــر  ــراي ه ــصر∋Paب ــه ∌Pb، عن ــد ك ــود باش   موج
)(Rradab∈.  
 R كاهـشي  ة يك ايدآل اول در يك حلق ـ      P هرگاه) ب(

  مينيمال است اگـر و تنهـا اگـر بـراي هـر             Pگاه آنباشد،  
Pa∈ عنصر ،Pb∉        موجـود باشـد كـه D=ab .  بـه

  مينيمال است اگر و تنهـا اگـر بـراي هـر            Pعبارت ديگر، 
Pa∈ ،PaAnn ⊆/)(.  

توان نتيجه گرفت   هاي بالا مي   با استفاده از گزاره   
ــه  ــك ك ــةدر ي R ،bPaPحلق ــر  ⊇ ــا اگ ــر و تنه  اگ

)()( aAnnbAnn  بـه صـورت     aP و از اين رو هر     ⊇
)}()(:{ bAnnaAnnRbPa  شناســـــايي =∋⊇
تـوان  به اين ترتيب با استفاده از اين موضوع، مـي          .شود مي

ها به شرح زيـر ارائـه         ايدآل -Dzهاي معادلي براي  تعريف
  .داد
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 يـك   I كاهـشي،  ة يـك حلق ـ   R فرض كنيم  :گزاره 6-3
ــد و  ــدآل در آن باشـ Rbaايـ ــورت  . ,∋ ــن صـ در ايـ

  .هاي زير معادل هستند عبارت

  . ايدآل است-Dz يكI) الف(
bPaPاگر) ب(   .∋Ia گاه آن، ∋Ib و⊇
ــر) پ( )()(اگــ bAnnaAnn ــاه آن، ∋Ia و⊇  گــ

Ib∈.  
Ia∈ ،IaAnnAnnبراي هر) ت( ⊆))((.  
∪) ث( Ia aPIa aPI ∈=∑ ∈=.  

هـا وجـود دارد      ايـدآل  -zهاي متعـددي از    مثال

 ايدآل در يك حلقـه نيـز        -Dz ايدآل نيستند و هر    -Dzكه
توان ثابت كـرد    در واقع مي  . باشد ايدآل نمي  -zلزوماً يك 

 ايـدآل   -z يـك  Rي   ايـدآل در يـك حلقـه       -Dzكه هر 
)()(ست اگـر و تنهـا اگـر         ا RJRrad  و در حالـت     =

 ــ ــرةخــاص در يــك حلق ــشي، ه ــدآل يــك-Dz كاه    اي
z- ايدآل است اگر و تنها اگر ( ) ( )J R = D .  

 كاهـشي   ةدر يك حلق   ايدآل   -Dz يك Iاگر:  قضيه 6-4

 -Dz يـك  I هـر ايـدآل اول مينيمـال روي        گـاه  آنباشد،  
   .ايدآل است

 ة ايـدآل در يـك حلق ـ      -Dzبه اين ترتيـب هـر     

) بــا شــرط كاهــشي ) ( )J R = Dرابــر بــا اشــتراك بDz- 
ثابت شده اسـت كـه      ] 24[مرجع  در   .هاي اول است   ايدآل

 زيـر را نيـز      ةاثبات گـزار  .  درست نيست  4-6 ةعكس قضي 
  .ديد] 12 [ مرجعتوان در مي

 يـك ايـدآل   P يك ايدآل وIكنيمفرض مي:  گزاره 6-5

PIهرگـاه .  باشـد  Rةاول در حلق    ايـدآل   -Dz يـك  ∩

در  . ايـدآل اسـت    -Dz يـك  P و يـا     I يـا    گاه آنباشد،  

 باشند كه   R دو ايدآل اول در    Q و   Pحالت خاص اگر    

QPتشكيل زنجير ندهند و       ايـدآل باشـد،     -Dz يك   ∩

  . ايدآل هستند-Dz هر دوQ و P گاه آن

 ة ايدآل در يك حلق ـ    -Dz يك Iدر صورتي كه  
ــشي RI باشــد وRكاه ــاه آن، ≠  همگــي I عناصــرگ

 غير عادي اسـت، چـرا       Iمقسوم عليه صفر هستند؛ يعني،    
 ، داريـــم∋Ia، بـــراي هـــر3-6 ةكـــه مطـــابق گـــزار

IaAnnAnn  مقـسوم عليـه صـفر       aحال اگر . ))((⊇
ــد،  ــاه آننباشــــ )()( گــــ D=aAnnــابراين   و بنــــ

IaAnnAnnR ⊆= .  كه بـا فـرض تنـاقض دارد    ))((
ولي عكس اين موضوع درست نيست؛ يعني هر ايدآل غير          

باشد، حتي ممكن است يـك       ايدآل نمي  -Dzعادي لزوماً   

 . ايـدآل قـرار نداشـته باشـد        -Dzايدآل غير عادي در يك    
 .دهـد   رخ مي  وضعيت اين   Aهاي با ويژگي    ولي در حلقه  

 است هرگـاه هـر ايـدآل        Aگوييم حلقه داراي ويژگي   مي
 در آن داراي پوچـساز ناصـفر   عادي متناهياً توليد شده   غير
 RA⊆،AP تر، بـراي هـر   مانند قبل و كمي كلي     . باشد

 Aهاي اول مينيمـال شـامل         ايدآل ةرا برابر با اشتراك هم    
 كـه   توان ديد به سادگي مي  . گيريم در نظر مي   Rة  در حلق 

 باشـند   R ة متناهي در حلق   ة دو زير مجموع   B و A اگر
BA گــــاه آن، ∋Rt و PP  اگــــر و تنهــــا اگــــر ⊇
)()( AAnnBAnn APt و ⊇ ــر  ∋ ــا اگــ  اگروتنهــ
)()( tAnnAAnn ــر  . ⊇ ــين اگـ BAهمچنـ PP ⊆ ،
tBtA خواهيم داشت    گاه آن PP با كمك اين حقـايق،     . ⊇
 ثابـت شـده و اثبـاتي ديگـر بـا           ]25[مرجـع    زير در    ةقضي

و با استفاده از مفاهيم نظريه      ] 21[مرجع  روشي متمايز در    
  .ها ارائه شده استمجموعه
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 باشد،  A كاهشي با ويژگي   ة يك حلق  Rاگر   :قضيه 6-6

 ايـدآل شـامل     -Dz  هر ايدآل غير عادي آن در يـك        گاه آن
Iباشد  مي .  

 A كاهشي با ويژگي ةعلاوه بر اين، در يك حلق     
  . معادل هستندنتايج زير

ــا ويژگــيR كاهــشيةدر يــك حلقــ:  قــضيه6-7 ، A ب
  .هاي زير معادلند گزاره

  ايدآل در يك ايدآل غير عادي      -Dzمجموع هر دو  ) الف(

Rيك ،Dz-ايدآل است .  

  . وجود داردR،DI در Iبراي هر ايدآل غير عادي) ب(
، R در يــك ايــدآل غيــر عــاديb وaبــراي هــر ) پ(

bPaPbaP +⊆+.  
JI، اگـر  J و Iدآل اي  دو براي هر ) ت(  غيـر عـادي     +

DDD گاه آنباشد،  JIJI +=+ )(.  
 گـاه  آندر صورتي كه يكي از شرايط بـالا برقـرار باشـد،              

ــادي     ــر عـ ــدآل غيـ ــر ايـ ــراي هـ ــمR درIبـ   داريـ

∑ ∈= Ia aPID و ∑ ⊆= IP aPI
a

D.  
 ــ ــا دو نتيج ــن بخــش را ب ــان  ةاي ــه پاي ــر ب  ديگ

  .انداثبات شده] 25 [ مرجعرسانيم كه در مي

 دو ايـدآل    J و I كاهشي، ة يك حلق  Rاگر: گزاره. 6-8
 گــــــاه آن موجــــــود باشــــــند، DJ و DI و R در
D∩DD∩D JIJIIJ ⊆= )()( .  

هـاي زيـر    ، گـزاره  R كاهـشي  ة در يـك حلق ـ    : قضيه 6-9
   .معادل هستند

 ايـدآل   -Dz يـك  R ايـدآل در   -Dzضرب هر دو  ) الف(
  .است

ــر) ب( ــدآل درJ وIاگ ــود DJ وDI وR دو اي  موج
DD∩D گاه آنباشند،  IJJI =.  

Rbaبراي هر) پ( ∈, ،abPbPaP =.  

 DJ وDI، اگــرR درJ وIبــراي هــر دو ايــدآل) ت(

D∩DDD گاه آنوجود داشته باشند،  JIJI =.  
  

7-Dz- حلقةها در  ايدآل C(X) 

ها در  ، ايدآلXC)(ي هاي فراوان حلقه به لحاظ ويژگي
اين كه خصوص اين حلقه شخصيت بارزي دارند، به 

 براي شناسايي Xتوان از خواص توپولوژيكي فضاي  مي
هايي كه  تر ديديم ايدآل پيش. ها هم استفاده كرد اين ايدآل

 هم به صورت توپولوژيكي قابل هم به صورت جبري و

ها  ايدآل -Dz.هاست شناسايي باشند، نشان از اهميت آن
. گي برخوردارندژ از اين ويC(X) ها در ايدآل -zنيز مانند

شود  ها از آنجا ناشي مي ايدآل -Dzيكيژشخصيت توپولو
,)(كه براي هر XCgf ∈ ،)()( gAnnfAnn ⊆ ،

int)(int)(تنها اگر اگر و gZfZ XX اينك با  .⊇
XCf)(استفاده از اين موضوع، براي هر  ∈ ،

اي را به صورت توپولوژيكي،  هاي پايه ايدآل -Dzتوان مي
   يعني به صورت

{ })(int)(int:)( gZfZXCgP XXf ⊆∈=   

تـوان تعريفـي     ، مي 3-6 ةحال با كمك گزار    .شناسايي كرد 

ها ارائه داد به اين ترتيب كـه       ايدآل -Dzتوپولوژيكي براي 

ــدآل  ــدآل اســت  -Dz يــكC(X) در Iاي ــاهاي ــرهرگ   اگ
If ∈، )(XCg int)(int)( و ∋ gZfZ XX ⊆ ،

Ig داشته باشيم  گاه آن ∈.Dz-  اي نيـز    هـاي پايـه    ايـدآل
  .كنند اي در روابط زير صدق مي هاي پايه ايدآل -z مانند

,)(اگر  :گزاره 7-1 XCgf  گاه آن، ∋

gfgffg PPPPP == f و ∩ g f gP P P
+

+ = 2 2 .  

www.sid.ir
www.sid.ir


17 ها از پيدايش تا به امروز  ايدآل–zنگرشي بر  

 اسـت،   Aگي  ژ داراي وي  C(X) ةجا كه حلق   از آن 
ــضي ــه ق ــا ب ــر عــادي 6-6 ةبن ــدآل غي  در XC)(، هــر اي

، 1 -7 گـزارة  ايدآل قرار دارد، ولي با اسـتفاده از         -Dzيك

 Iغير عـادي     ايدآل ايدآل شامل  -Dzترين توان كوچك  مي
ــC(X)در  ــع. دســت آورد ه را ب =∑در واق ∈If fPJ 

 ، يعنـــي؛ اســـتI شـــامل ايـــدآل -Dzتـــرين كوچـــك
∑= ∈If fPID.          به اين ترتيب هـر ايـدآل ماكـسيمال

ترين  كوچك. باشد ايدآل مي  -Dz يك C(X)غير عادي در    
  نيــز راC(X)در  Iشــامل يــك ايــدآل غيــر عــادي ايــدآل 

  :توان به صورت توپولوژيكي به شرح زير شناسايي كرد مي

{ })(int)(int:)( gZfZIfXCgI XX ⊆∋∈∃∈=D  
  .توان به راحتي نشان داد اكنون نتايج زير را مي

  Pدو ايدآل غير عادي، J وIكنيم  فرض مي: گزاره 7-2
ادي  يك ايدآل اوليه غير ع Qيك ايدآل اول غير عادي و

  .در اين صورت .  باشندC(X) در
JI اگر-)الف( DD گاه آن، ⊇ JI ⊆.  

Nn∈، DD براي هر-)ب( II n =)(.  
DDDDDD -)پ( ∩∩ JIJIJIIJ =⊆= )()(.  
JIاگر  -)ت( نيز يك ايدآل غير عادي باشد، +
DDDDاهگ آن )()( JIJI +=+.  
)  -)ث( ) DD II =  
  .اول هستند DQ و DP -)ج(

)جا كه از آن ( )) ( )J C X = Dپس هر ،Dz- 
و براي از اين ر. باشد ايدآل مي −z يكC(X)ايدآل در 

XCf)(عليه صفر  هر مقسوم ∈،Dz- اي ايدآل پايه 

fP يكz− به اين ترتيب چون. ايدآل است 
fPf ff ،، پس بنا به تعريف∋ PM  در واقع .⊇

fP ترين كوچكDz- ايدآل شاملfMيعني؛ ست ا، 

ff PMf == DD  Iتر ديديم كه اگر  پيش. )()(

هاي   باشد، ايدآلR كاهشي ةايدآل در يك حلق -Dzيك

به عبارت ديگر . آل هستندايد -Dz نيزIاول مينيمال روي 

 -Dzنيز يك Iگاه آن ايدآل باشد، -Dz يكI هرگاه

 Iايدآل باشد،  -Dz يكIدر صورتي كه. ايدآل است

ثابت  ]12[  مرجعدر. شود دآل ناميده مياي -Dzيك

 "ايدآل -Dz"و  "ايدآل -Dz" ةدو واژشود كه  مي
 يك ايدآل Iهرگاهدر حقيقت . يكي است C(X)در

ايدآل است اگر و تنها  -Dz يكI گاه آن باشد، C(X)در

 C(X) در Iبه معناي ديگر . ايدآل باشد -Dz يكIاگر

 ايدآل است اگر و تنها اگر هر ايدآل اول مينيمال -Dzيك

  . ايدآل باشد -Dz  يكIروي 
−z دست كم شامل يكC(X) هر ايدآل در D 

XCf)(در واقع براي هر. باشد ايدآل مي ∈ ،Dz- 
)(ايدآل  fZO در ايدآل اصلي )f (ةولي لازم. قرار دارد 

،  C(X) ايدآل در يك ايدآل -Dzترين وجود بزرگ
ديم، اين است كه مجموع گونه كه در بخش قبل دي همان

در . ايدآل باشد-Dz يكC(X) ايدآل در -Dzهر دو

ايدآل  -Dz نشان داده شد كه مجموع در]19[مرجع 

C(X)يك Dz- تنها اگر ايدآل است اگر وX يك شبه F- 
 چگال ةفضايي كه هر متمم صفر مجموع يعني، ؛فضا باشد

تر   بيشةبراي آگاهي و مطالع.  نشانده باشد–Cدر آن يك 
 نيز ]39 و 38 ،32[مراجع تواند به  اين فضاها، خواننده مي

فضا  -F  يك شبهXبه اين ترتيب وقتي . مراجعه نمايد

 Iهاي در يك ايدآل  ايدآل -Dz ةباشد، مجموع هم

 DI خواهد بود كه آن را با Iايدآل در -Dzترين گبزر
فضاها را  - F زير كه شناسايي شبهةگزار .دهيم نمايش مي

كند، در شناسايي جبري و  از ديدگاهي متفاوت بيان مي
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ير تأث  نيز بيC(X)در  I براي هر ايدآل DIتوپولوژيكي
  . نيست

  .هاي زير معادلند عبارت: گزاره 7-3
  .فضا است -F  يك شبهX) الف(
 ،C(X) در J  وIبراي هر دو ايدآل  )ب(
DDD JIJI +=+ )(.  
, براي هر)پ( ( )f g C X∈ ،f g f gP P P

+
+ = 2 2.  

 يك ايدآل در Iفضا و  - F يك شبه X اگر :قضيه 7-4
C(X) ،هگا آن باشد   

{ }
{ }

( ) :

: int ( ) int ( )
f f fP I

X X

I P f C X P I

f I Z f Z g g I

⊆= = ∈ ⊆ =

∈ ⊆ ⇒ ∈

∑D

  

فضا باشد، نتايجي مـشابه بـا        - F يك شبه    Xوقتي فضاي   
  .آيد دست مي هها ارائه شد ب ايدآل −zچه در مبحث آن

در اين فضا باشد،  -F شبه  Xكنيم فرض مي: گزاره 7-5
  .هاي زير برقرارند  عبارتصورت

JI اگر-)الف(  باشند، C(X) دو ايدآل در⊇

DDگاه آن JI ⊆.  
 گاه آن باشد، C(X) يك ايدآل درI اگر -)ب(

D
DD

IIIIIII z
z ⊆⊆⊆⊆⊆=.  

 باشد، C(X) در) يا اوليه( يك ايدآل اول P هرگاه -)پ(

  .اول است  DP گاه آن
 گاه آناشند،  بC(X)  دو ايدآل اول درQ و P هرگاه -)ت(

( )P Q P Q+ = +D D D.  

 فضا باشد، در -F يك شبه Xكنيم  فرض مي: قضيه 7-6
  اين صورت 

اي   باشند به گونهC(X)ايدآل اول در  دوQ  وPاگر) الف(

QP گاه آنكه تشكيل زنجير ندهند،  ايدآل  -Dzيك +
  .اول است

  يك ايدآل اول درPايدآل و  -Dz يكI هرگاه) ب(
C(X)اي كه   باشد به گونهIو  P ،تشكيل زنجير ندهند

IP گاه آن   . ايدآل اول است-Dzيك +
 و 6-7 ة قضية زير حاصل نتيجةسرانجام قضي  

Iگي مهمژوي J I J+ =  و Iايدآل  براي هر دو +
J   درC(X)است . 

  .فضا باشد -F يك شبه Xكنيم   فرض مي:قضيه 7-7

  يك ايدآل اوليه درQ ايدآل و -Dzيك I اگر -)الف(
C(X)گاه آناي كه در يك زنجير نباشند،   باشد به گونه 

QI   .ايدآل اول است -Dzيك +
 باشند به C(X) دو ايدآل اوليه در S و Rاگر  -)ب(

 گاه آنتشكيل زنجير ندهند، Sو R اي كه گونه

SR   . ايدآل اول است -Dz يك +
  

8-z−ها و ايدآلDz- هاي  ها به عنوان پل ايدآل
  ارتباطي

، C(X) ةتر گفتيم، يكي از اهداف مطالع گونه كه پيش همان
و خواص C(X)  هاي جبري گيژبرقراري ارتباط ميان وي

هاي قبل چند نمونه از  در بخش. باشد  ميXتوپولوژيكي 
 مشاهده كرديم، مثلاً ديديم كه مجموع هر اها ر اين ارتباط

تنها  ايدآل نسبي است اگر و -zايدآل نسبي يك−z دو

ايدآل  -Dzفضا باشد و يا مجموع هر دو -P يك Xاگر 

 يك Xتنها اگر   ايدآل است اگر و-Dz يك C(X)در 
هاي ديگري بين  تباطدر اين بخش ار. فضا باشد -Fشبه 

X و C(X)را كه توسط z- وها  ايدآلDz- ها  ايدآل
اند ارائه داده و براي آگاهي از  برقرار و تاكنون شناخته شده

ارجاع ] 40-42[مراجع تر، خواننده را به  هاي بيش ارتباط

 C(X)ايدآل در  -Dzديديم كه هردر بخش قبل . دهيم مي
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ايدآل است ولي عكس آن هميشه درست نيست،  -zيك

 -Dz  لزوماً يكC(X)غير عادي در ايدآل  -zحتي يك
هايي كه به  به اين ترتيب نخستين پرسش. باشد ايدآل نمي

   .هند بود به شرح زيرندطور طبيعي مطرح خوا
ايدآل  -z يكC(X)، هر ايدآل در X براي كدام فضاي -1

)Dz- است؟) ايدآل 

 يك C(X) ، هر ايدآل غير عادي در Xبراي كدام فضاي  -2
Dz- ايدآل است؟ 

 -Dz يكC(X)ايدآل در  -z، هر Xبراي كدام فضاي  -3
  ايدآل است؟ 

ايدآل غير عادي در  -z ، هرXبراي كدام فضاي  -4

C(X)يك Dz- ايدآل است؟   
 ]24[  مرجع و بقيه در]29[  مرجع در1پرسش   

گر هر ايدآل يك قبلاٌ نيز ديديم كه ا. اند پاسخ داده شده
 حلقه منظم است و به گاه آنايدآل باشد،  −zةحلق

 Xفضا بودن  -P معادل با C(X) ةمنظم بودن حلق. عكس
 -z يكC(X)باشد و به اين ترتيب هر ايدآل در  مي

 -Dz.فضا باشد -P يك Xتنها اگر  ايدآل است اگر و
   نيز معادل با C(X)ايدآل بودن هر ايدآل غير عادي در 

P-  فضا بودنXعلاوه بر اين ثابت شده است كه .  است

Xيك  –Pتنها اگر هر  فضاست اگر وDz-  ايدآل اول در

C(X)تنها اگر هر  ماكسيمال باشد، اگر وDz- ايدآل 
 4 و 3هاي  پرسش.  يك ايدآل اصلي باشدC(X) راي د پايه

 Xفضا بودن  -Pيكسانند و در واقع معادل با تقريباً 
همچنين اين دو پرسش معادل با اين هستند كه . هستند

ايدآل است  -Dz يكC(X)ايدآل اول در  -zبگوييم هر

 اي در هاي پايه ايدآل -Dzاي و هاي پايه ايدآل -zو يا
C(X)در صورتي كه هر. اند  برهم منطبقz- ايدآل در 

C(X)يك Dz-  ،مجموع هر دوگاه آنايدآل باشد   

Dz-ايدآل يك Dz-  ايدآل خواهد بود و در نتيجه هر
 ]22[  مرجعدر. فضاست -Fفضا يك شبه  -Pتقريباً 

يعني، (اي  ند پايهب ناهمXنشان داده شد كه وقتي فضاي 
) فضايي كه درون هر صفر مجموعه در آن بسته است

  ايدآل-Dz يكC(X)  ايدآل در-Dz باشد، مجموع دو
اي نيز  ه هر فضاي ناهمبند پايهكدهد  است و اين نتيجه مي

اكنون كه صحبت از فضاهاي ناهمبند  .فضاست - Fشبه
هاي بعدي را در مورد اين فضا مطرح  به ميان آمد، پرسش

  . كنيم مي

ها   ايدآل-Dzاي چگونه توسط فضاهاي ناهمبند پايه -5
  شوند؟  شناسايي مي

ها  يعني، فضاهايي كه در آن(هاي ناهمبند شديد  فضا-6

 -Dzچگونه توسط)  بسته، بسته استةدرون هر مجموع
  شوند؟ ها شناسايي مي ايدآل

پاسخ داده شده ] 43 [ مرجعها در به اين پرسش  
اي است   ناهمبند پايهXاست، در واقع ثابت شد كه فضاي 

 اصلي C(X) اي در  ايدآل پايه-Dzتنها اگرهر  اگر و

 توسط C(X)  ايدآل در-Dzتنها اگر هر باشد، اگر و
همچنين ثابت شده . ها توليد شود اي از خود توان مجموعه

تنها اگر   ناهمبند شديد است اگر وXاست كه فضاي 

 يك ايدآل C(X) اي در يه ايدآل پا-Dzاشتراك هر تعداد
تر از اين نوع فضاهاي   براي آگاهي بيش.اصلي باشد

  .مراجع كند] 29 [ مرجعتواند به ناهمبند، خواننده مي
فضا در نظر بگيريم  -P را تقريباً Xوقتي فضاي   

 وجود C(X) در P ايدآل اول گاه آنفضا نباشد،  -Pكه 
ل يكتاي  ايدآل ماكسيماMاگر . دارد كه ماكسيمال نيست

فضاست، از اين  -P تقريباً X چون گاه آن باشد، Pشامل 

.  ايدآل است-Dz غير عادي است و بنابراين يكMرو 
 دست كم يك،  Xبه اين ترتيب با انتخاب مناسب فضاي 
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Dz-ايدآل اول در C(X)وجود دارد كه مينيمال نيست  .
اي ساخته شده   به گونهX فضاي ]24و  22[مراجع در 

 لزوماً نه مينيمال C(X)هاي اول در   ايدآل-Dz است كه
هاي بعدي به  به اين ترتيب پرسش. باشند و نه ماكسيمال

  .باشند طور طبيعي به شرح زير مي
 C(X)ايدآل اول در  -z چگونه باشد تا هر Xفضاي -7
  مينيمال باشد و يا ماكسيمال؟  يا

 C(X)  ايدآل اول در-Dz چگونه باشد تا هر X فضاي-8
  مينيمال باشد و يا ماكسيمال؟ يا

 C(X)  ايدآل اول در-Dz چگونه باشد تا هر X فضاي-9
  مينيمال باشد؟

، تحت شرايط خاص براي ]44[مرجع در   
ها متناهي   و تعداد نقاط نامنفرد آناند  كه فشرده Xفضاهاي

 يا C(X) ايدآل اول -zاست، ثـابت شده است كه هر
 ]24[مرجع  در 9به پرسش  .مينيمال است و يا ماكسيمال

ارتباط با اين پرسش  پاسخ داده شده و فضاهايي در

فضاهاي متريك  .برشي نام دارند -Dzاند كه شناسايي شده

.  برشي هستند-Dzهايي از فضاهاي اي مثال و ناهمبند پايه
اي باشد،   متريك و يا ناهمبند پايهXدر واقع وقتي فضاي 

به .  مينيمال خواهد بودC(X)ايدآل اول در  -Dzهر
 شده است و در پاسخ داده ]24[مرجع  نيز در 8پرسش 

 -Dzبرشي به نام -Dzتر از اين ارتباط فضاهايي ضعيف
 ةفضاهاي فشرده شد. اند نيم برشي شناسايي شده

 -Dzهايي از  ناشمارا مثالةاي يك فضاي گسست نقطه تك

 اين Xوقتي فضاي .  برشي نيستند-Dzكه اند نيم برشي

 يا مينيمال C(X)  ايدآل اول در-Dz  هرگاه آنگونه باشد، 

 وجود C(X)  ايدآل اول در-Dzاست و يا ماكسيمال و
  .دارد كه مينيمال نيست

 C(X)ايدآل غيرعادي در  -zديديم كه هر  

   تقريباً Xتنها اگر فضاي  اگر و  ايدآل است-Dzيك
P- خواهيم ببينيم وقتي هر ايدآل  اين بار مي. فضا باشد

 C(X) ايدآل اول غيرعادي در -zاول غيرعادي يا هر

دهد؟ به اين ترتيب   ايدآل باشد چه رخ مي-Dzيك
  .شوند اي بعدي به شرح زير مطرح ميه پرسش

ايدآل اول غيرعادي در  -z، هر Xبراي كدام فضاي  -10

C(X)يك Dz-ايدآل است؟   
 ، هر ايدآل اول غيرعادي در Xبراي كدام فضاي  -11

C(X)يك Dz-ايدآل است؟   
 -z، هر Xفضاي  -Pقريباً جا كه براي ت از آن  

 ايدآل است، آشكارا به ازاي اين -Dz يكC(X)ايدآل در 

 -Dzيك يزن C(X) ايدآل اول غيرعادي در -zفضاها، هر
هاي رسد كه فضا نظر مي به اين ترتيب به. باشد ايدآل مي
در واقع . تري براي اين منظور نيز جوابگو هستند ضعيف

ه تر ب  ثابت شده است كه فضاهايي ضعيف]24[مرجع در 
 .باشند  مي10 فضاهاي ضعيف پاسخ پرسش -Pنام تقريباً 

فضا هستند كه در  ∂−نامه  فضاهايي ب11پاسخ پرسش 
ناميم   فضا مي∂− راXفضاي . اند مطرح شده ]24[مرجع 
 در يك صفر مجموعه X مرز هر صفر مجموعه در هرگاه

فضاهاي متريك و فضاهاي نرمال  .درون تهي قرار گيرد با
 11و  10هاي  تام از اين قبيل هستند و بنا به پرسش

 فضاي ضعيف نيز -Pفضا يك تقريباً  ∂− طبيعتاً هر
اي يك فضاي   تك نقطهةشد  را فشردهXهست ولي اگر 

فضاي ضعيف است  -P ناشمارا بگيريم، تقريباً ةگسست
تر  پاسخ اين دو پرسش به طور دقيق. فضا نيست∂−ولي

ايدآل (ايدآل غيرعادي  -zاست كه هرگونه اين 

تنها اگر   ايدآل است اگر و-Dz يكC(X) در) غيرعادي
  .باشد) فضا ∂−(فضاي ضعيف  -P تقريباً Xفضاي 
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 ةهاي حلق ايدآل -Dzها و ايدآل -zدر خصوص
C(X)هاي ارتباطي و همچنين در خصوص  ، به عنوان پل

 XC)(هاي  ايدآل-Dzها و ايدآل -zو ساختارماهيت 
كه به دليل طولاني شدن مطرح است  هاي ديگر پرسش

  ساختار باXC)( حلقة. كنيم مقاله به همين بسنده مي
اي  هاي مختلف، زمينه تواند از ديدگاه زيباي خود مي

اين نوشتار با اين  .پژوهش باشد برايآل  سب و ايدهمنا
هدف نگاشته شده است تا علاقمندان، به ويژه جوانان 

  .هاي توابع پيوسته پيدا كنند تر با حلقه آشنايي بيش
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