
  53 -56، صفحه 1385 بهار، 17، جلد1 بين المللي علوم مهندسي، شماره نشريه
 صنعت ايران دانشگاه علم و

  

   دلسازي نفوذ سيال در اجسام متخلخلم
  

  تورج صادقي   و   حسين آذري،   عبداله شيدفر
  

گون غير خطي با ضريب نفوذ وابسته به مقدار مسائل نفوذ از نوع مسائل معادلات با مشتقات جزئي سهمي :چكيده
ي از موارد افرادي به حل جريان سيال در اجسام متخلخل مي باشند، اين ضريب معمولاٌ ناشناخته است و در برخ

شود، وجود و در اجسام متخلخل مدلسازي مي) همگن( فازدر اين مقاله جريان سيال تك. اندآنها همت گماشته
 .شوديكتايي جواب براي مساله نفوذ اجسام متخلخل اثبات مي

  
  جوابمدلسازي رياضي، مساله نفوذ، اجسام متخلخل، تخلخل، وجود و يكتايي  :هاي كليدي واژه

  
  مقدمه . 1

 خالي كه يها يا فضاها است با حفرهي متخلخل جسم جامد ماده
 در ياين حفره ها و فضاها به طور متصل يا منفرد، منظم يا تصادف

 به معادلات نفوذ سيال در ييابدست. انددرون جسم پخش شده
 منابع يگير وسيع در اندازهياجسام متخلخل به جهت كاربردها

- از اهميت ويژهيود در شن و ماسه و منابع زير زميننفت و آب موج
 نرخ شار 1956 در سال ي اولين بار دارسيبرا.  برخوردار استيا

  :  سيال در ماده متخلخل را به صورت زير بيان كرديجرم

)1-1(  k
q p

μ
= − ∇  

ال در گراديان فشار سي ∇p نرخ شار جرمي سيال،qكه در آن 
 قابليت نفوذ در ماده kلزجت سيال و  μجهت جريان سيال، 

باشد و مقدار آن معمولاٌ به ساختار متخلخل موسوم به تراوايي مي
  .جسم متخلخل وابسته است

  
 مدلسازي رياضي. 2

در اين قسمت به مدلسازي نفوذ سيال تك فاز در جسم متخلخل 
در جسم ) همگن(  منظور جريان سيال تك فازبراي اين. پردازيممي

حجم . دهيممتخلخل در حالت يك بعدي را مورد بررسي قرار مي
x تا xΔكنترل ديفرانسيلي به طول  x+ Δ مطابق شكل زير در 

  :نظر بگيريد

                                                                 
 واصل، و پس از بازنگريهاي لازم، 16/6/1383 مقاله در تاريخ نسخه اصلي  

 . به تصويب نهايي رسيده است25/2/1384ريخ در تا
آزاد دانشگاه عضو هيات علمي وابسته  ،، استاد رياضيعبداله شيدفردكتر 

  shidfar@iust.ac.ir .اسلامي واحد لاهيجان
  . استاديار دانشكده رياضي، دانشگاه علم و صنعت ايرانيحسين آذردكتر 

  .ي، دبير رياضي مدارس طالش، گيلانتورج صادق

  

  
x  جريان خروجي x+ Δ  x  جريان ورودي  

   حجم كنترل ديفرانسيلي.1شكل
  

 مولفه افقي بردار جرم سيال باشد، آنگاه جرم ورودي به xmاگر
xm برابر است با tΔ در مدت زمان Xحجم كنترل در نقطه  A tΔ 

x جرم سيال خروجي در نقطه x+ Δ از حجم كنترل در همين 
x رمدت زمان براب xm A t+Δ Δ باشدمي .  

 نيز tΔهم چنين ميزان تغيير جرم داخلي سيال در مدت زمان 

u)(برابر است با  v t
t

∂
ΦΔ Δ

∂
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 نسبت حجم φ كه در آن 

 چگالي u جسم يعني تخلخل ماده متخلخل و ها به حجم كلحفره
در صورتي كه ازاله جرم در حجم كنترل با . باشدجرمي سيال مي

 در واحد حجم در واحد زمان رخ دهد آنگاه كل جرم ذخيره qنرخ 
q برابر است با tΔشده در مدت زمان  v tΔ Δ.وجه به اصل  با ت

  : بقاي جرم داريم
   ي كل جرم ورود-ي كل جرم خروج=

  يتغييرات جرم داخل+ مقدار جرم ذخيره شده
  

-با جايگزاري معادل رياضي جملات بيان شده در اصل بقاجرم مي
  :يابيم

)1-2(  ( ) )(x x xm m A t u v t q v t
t+Δ

∂
− Δ = ΦΔ Δ + Δ Δ

∂
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

vبر ) 2-1( با تقسيم طرفين tΔ Δه  با توجه به اين ك
v A xΔ = Δيابيم مي:  
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)1-3(  )(x x xm m
u q

x t
φ+Δ− ∂

= +
Δ ∂

  

0xΔبا فرض     :نتيجه مي شود→

)1-4(  )(xm
u q

x t
φ

−∂ ∂
= +

∂ ∂
  

 ي از نرخ شار جرمياتوان به صورت جملهي جرم سيال را مياز طرف
   : بيان كردي جرميچگال و
)1-5(  x xm uq=  

   :يابيميم) 4-1(در ) 5-1 (يگزينبا جاِ

)1-6(  )( )(xu q u q
x t

φ
−∂ ∂

= +
∂ ∂

  

  :شودينتيجه م) 6-1(در ) 1-1 (يبا جايگزين

)1-7(  )(k p
u u q

x x t
φ

μ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂
⎛ ⎞

⎟⎜ ⎠⎝
  

حالت كلي معادله نفوذ سيال همگن در ماده متخلخل ) 7-1(معادله 
 ثابت باشند و هيچ چشمه يا چاهي در ميدان φ وμاگر . باشد مي

ر در يبه صورت ز )7-1(جريان وجود نداشته باشد، آنگاه معادله 
  :ديآيم

)1-8(  ( )p u
k u

x x t
φμ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
  

   :مي دارkبا فرض ثابت بودن 

)1-9(  ( )p u
u

x x k t
φμ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

  

l  :ال داريمبراي مايعات ايده du
c

u dp
=  

   :جهيرنتد

)1-10(  1
udp du

c
=  

ده آل در ماده يعات ايمعادله نفوذ ما) 9-1( در) 10-1(با قرار دادن 
-ير در مي به صورت زيك بعديزوتروپ در حالت يمتخلخل همگن ا

  :ديآ

)1-11(  
2

2

u c u
x k t

φμ∂ ∂
=

∂ ∂
  

به   را ثابت مي گيرند وkبسياري از مولفين در حل مسائل ضريب 
. سائل خطي نفوذ مي رسند كه در اغلب اوقات قابل حل هستندم

.  مراجعه كرد[4] و[3] ، [2] ،  [1]براي اين منظور مي توان به مراجع
. ، چگالي جرمي استu وابسته به kدر مسائل اجسام متخلخل 

)چنانچه بنويسيم ) k
a u

cμ
=

Φ
 به را مي توان) 11-1( آنگاه 

  :صورت زير نوشت

)1-12(  )(
2

2

u u
a u

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

  

ر يبه مساله ز) 12-1( معادله ي برايه كرانه ايط اوليبا اعمال شرا
  . ال در اجسام متخلخل استيان سيك مساله جريم كه يرسيم

)1-13(  0 t T< <
0 1x< <  

) )(( ,t xxu x t a u u∂ = ∂  

)1-14(  0 1x≤ ≤  )( , 0 0u x =  

)1-15(  0 t T≤ ≤  ))(( ) )((0, 0,xa u t u t g t∂ =  

)1-16(  0 t T≤ ≤  )(1, 0xu t∂ =  
)1-17(  0 t T≤ ≤  ) )((0,u t f t=  

  باشنديم  مجهولa(u) و u معلوم و g(t) و f(t)ن مسئله توابع يدر ا
  .)[10-5]مراجع(
  

   جواب مساله اجسام متخلخل ييكتايوجود و. 3
 ييكتايرا در نظر گرفته ، وجود و ) 17-1 (-) 13-1(در ادامه مساله 

  . مي كني ميجواب آن را بررس
 )17-1 (–) 13-1( مساله ي جواب براييكتايجهت اثبات وجود و

  :مير داري زياديف بنياز به تعرين
  : فرض كنيد: تعريف1-3

( ){ } { }, 0 1, 0 , 0TQ x t x t T I x x M= < < < < = < <

)(a
TC Q ،)(1 a

TC Q+2)( و a
TC Q+ را به ترتيب فضاي 

   :توابع باناخ با نرمهاي متناهي به شكل زير باشند
)2-1(  ( ),, 0, TT T

a Qa Q Q
u u H u= +  

)2-2(  1 , , ,T T T
xa Q a Q a Q

u u u
+

= + ∂  

)2-3(  2 , , , , ,T T T t T
x xx ta Q a Q a Q a Q a Q

u u u u u
+

= + ∂ + ∂ + ∂  

كه در آن 
0,

sup
T

T

Q
Q

u u= و   

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )1 1 2 2

1 1 2 2
,

, , , 2 2
1 2 1 2

, ,
sup

T

T

a Q a
x t x t Q

u x t u x t
H u

x x t t
∈

−
=

− + −

 (u,a)زوج 

   :است هرگاه) 17-1 (–) 13-1(ك جواب مساله ي
1 .( ) [ ] ( ) ( )2, , , a

Ta s A B u x t C Q+∈    كه در آن ∋
( ) ( )max , , min ,

TT QQ
B u x t A u x t= A و براي = s B≤ ≤ 

  :داريم
 ( ) 0a s > .  

2 .u(x,t) و a(s) باشند) 17-1 (–) 13-1( جواب مساله.  
  :ر صدق كننديط زي در شراg وfد توابع ين فرض كنيهمچن

I.   ( ) ( ) [ ]1, 0,f t g t C T∈  
  ( ) ( )0 0 0f g= =  
II .به ازاي هر[ ]0,t T∈( ) ( ), 0f t g t′ ′ ) 13-1( با محاسبه ≤

  :داريم) 17-1(ط  و استفاده از شر x=0در 
)2-4(  ( ) ( )( ) ( )0,xxf t a f t u t′ = ∂  
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)با توجه به اين كه  ) 0f t′  در نتيجه به ازاي هر <
( ) ( )[ ]0 ,s f f t∈ معكوس تابع ، s=f(t) يعني ( )1t f s−= 

   :يابيمباشد با توجه به اين نتايج ميموجود مي

)2-5(  ( )
( )( )

( )( )
1

10,xx

f f s
a s

u f s

−

−

′
=

∂
  

باشد ) 16-1 (–) 13-1( جواب مساله (u,a) فرض كنيد : لم2-3
 در a(u)صدق مي كند اگر و فقط اگر) 17-1( در uدر اين صورت 

  .صدق كند) 5 -2(
باشد واضح است ) 17-1 (–) 13-1( جواب مساله (u,a) اگر :اثبات

و ) 5-2( در a(u)صدق مي كند حال فرض كنيد ) 5-2( در a(u)كه 
u(x,t) دهيم كه صدق كنند نشان مي) 16-1 (–) 13-1( در

u(0,t)=f(t) . داريم) 5 -2 (–) 13-1(براي اين منظور به ترتيب از:  
)2-6(  ( ) ( )( ) ( )0, 0, 0, 0t xxu t a u t u t∂ − ∂ =  
)2-7(  ( ) ( )( ) ( )0, 0xxf t a f t u t′ − ∂ =  

  م يابييم) 7-2(از ) 6-2(با كم كردن رابطه 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0, 0, 0,t xxu t f t a u t a f t u t′∂ − = − ∂

  با فرض
 ( ) ( ) ( )0,a t u t f t= )، تابعي چون − )θ t وجود دارد به 

0طوري كه  t T< < ، ( ) ( ) ( )0,t u t f tθ ≤ −  
):جهيدر نت ) ( ) ( ) ( )0,xxt t u t tα θ α′ = ∂  

  : مي دار[5]از 
( ) ( )t M tα α′ ≤  

از نامساوي گرانول و .  عددي مثبت مي باشدMكه در آن 
( )0 0α    : نتيجه مي شود=

( ) ( ) ( )( )1

0
0 expt M dα α α τ τ≤ ∫  

)در نتيجه ) 0tα   . و بدين طريق اثبات لم به پايان مي رسد=
   : در شرايط زير صدق مي كندu(x,t)حال فرض كنيد 

0 t T< <
  

0 1x< <
    

)2-8(  ( )
( )( )

( )( )
1

1
,

0, xx
xx

f f w
u x t u

w f w

−

−

′
= ∂

∂

  
)2-9(  0 1x≤ ≤  ( ), 0 0u x =  

)2-10(  0 t T≤ ≤  
( )( )

( )( ) ( ) ( )
1

1
0,

0, x
xx

f f w
u t g t

w f w

−

−

′
∂ =

∂
  

)2-11(  ( )1, 0xxu t∂ =  
)2-12(  ( ) ( )0,u t f t=  
    

 مجموعه تمام MC تابعي معلوم و متعلق به w(x,t)كه در آن 
   :در شرايط زير صدق مي كنند كه w(x,t)توابعي چون 

1 .
1 ,

.
Ta Q+

 و M است و اعدادي مثل MC نرم مجموعه 
0Mδ 0 و< 1α δ< <   موجودند بطوري كه>

1 , Ta Q
w M

+
<  

2 .w(x,t)شدصادق با )12-2 (-) 9-2 (يه كرانه ايط اولي در شرا.  
Mw و Wتابعu =TW هم اكنون توجه مي كنيم كه تبديل C∈ را ،

از . متناظر مي كند) 12-2 (–) 8-2( جواب مساله uبه تابعي چون 
 مفروض W نتيجه مي گيريم كه به ازاي هر [7]مرجع ) 5-2(قضيه 

 واقع در uداراي جواب يكتايي چون ) 11-2 (–) 8-2(مساله 
( )2 a

TC Q+است و اين جواب در نا مساوي زير صدق مي كند :  

2 , Ta Q
u const g

+
≤  

صدق كنند، آنگاه به  II  وI  در شرايطg(t) و f(t)  اگر : قضيه.3-3
)ازاي هر  ), Mw x t C∈ تبديل u=TW داراي يك نقطه ثابت 

  . است
- شودر استفاده مي براي اثبات اين قضيه از قضيه نقطه ثابت :اثبات
 روي زير مجموعه Tطبق اين قضيه هرگاه عملگر پيوسته . كنيم

 Ty طوري تعريف شده باشد كه x از فضاي باناخ yمحدب بسته 
  . نقطه ثابتي داردTپيش فشرده باشد، آنگاه، 

 را به روي خودش MC وTبراي اين منظور نخست نشان مي دهيم 
0uفرض با . مي انگارد u ψ=    : كه در آن−

( )1 a
TC Qψ    : داريمTQ و روي كرانه ∋+

( ) ( ), ,x t u x tψ -  در شرايط زير صدق مي0u در نتيجه =
   :كند

)2-13(  ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1

01 10, 0,t xx xx t
xx xx

f f w f f w
u u

w f w w f w
ψ ψ

− −

− −

′ ′
∂ − ∂ = ∂ − ∂

∂ ∂
  

)2-14(  0 1x≤ ≤  ( )0 , 0u x t =  
)2-15(  0 t T≤ ≤  ( )0 0, 0u t =  
)2-16(  0 t T≤ ≤  ( )0 1, 0u t =  

1α، به ازاي [11] مرجع 7 فصل 4طبق قضيه   عدد ثابتي چون >
k مي توان يافت به طوري كه به ازاي هر Mw C∈داريم :  

( )( )
( )( )

1

0 1 1

0,
0,

T

ta
xx Q

f f w
u k

w f w
ψ

−

+ −

′
≤ ∂ −

∂
  

  

)انتخاببا  )( )
( )( )( )

1

0, 1

0,
0,T

T

t Q
xx Q

f f w
M k k

w f f w
ψ

−

−

′
> ∂ +

′∂
 و 

0, 1 ,T T
xx Q a Q
ψ ψ

+
∂ +  

  :ميابي يم
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)2-17(  1 . Ta Q
u M

+
<  

 مي توان گفت كه [11] مرجع 7 فصل 1اكنون با توجه به قضيه 
عه پيش فشرده از  را به روي زير مجموu=TW ، MCتبديل 

 را T براي كامل كردن اثبات كافي است پيوستگي .خودش مي نگارد
0ثابت كنيم براي اين منظور مي نويسيم mu u u=  كه در آن −

u=TW و m mu Tw= مي) 16-2 (–) 13-2( جواب هاي مساله-
 در معادله زير صدق مي كند 0uباشند را در نظر بگيريد، در نتيجه 

  )[11]  مرجع7 فصل 4قضيه ( 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1

0 01

-1 -1

1 1

0,

f f f f
  

0, 0,

m
t xx

xx m m

m
xx

xx xx m m

f f w
u u

w f w

w w
u

w f w w f w

−

−

− −

′
∂ − ∂

∂

′ ′
= − ∂

∂ ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
اگر 

1 ,
0

T
m a Q

w w
+

−    آنگاه →

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1

1 1
sup

0, 0,

0

T

m
m

Q xx m m xx

xx

f f w f f w

w f w w f w

u

ε
− −

− −

′ ′
= −

∂ ∂

∂ →

  

1 , 1 ,
0

T T
m ma Q a Q

u Tw Tw cε
+ +

= − ≤ →  

1با توجه به اين كه در نرم  α+ هنگامي كه mw w→ آنگاه  

mTw Tw→ مي توان گفت كه Tيك تبديل پيوسته است  .  
ه نقطه ثابت يم قضيتوانيم كه مي قرار گرفته ايحال در مرحله ا
ك ي ي داراu=TWل يم كه تبديريجه بگيم ونتيشودر را به كار بر
 –) 13-1( مساله ين موضوع وجود جواب براينقطه ثابت است ، ا

  . كنديرا ثابت م) 1-17(
  

  ينتيجه گير. 4
در جريان تك فاز همگن در اجسام متخلخل مدلسازي ن مقاله يدر ا

رياضي شده و نتيجه حاصل مساله اي از نوع يك مساله نفوذ خطي 

با به كارگيري قضيه شودر وجود و يكتايي جواب مساله اجسام . است
  .رسدمتخلخل به اثبات مي
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