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  فركانسحوزةها در  ديناميكي سازه براي تحليل نوين اي ريتزبردارهروش 
 
 ۲وحيد لطفي  و۱*سيد اصغر ارجمندي

 دانشگاه صنعتي اميركبير -دانشكده مهندسي عمران و محيط زيست دانش آموخته کارشناسی ارشد ۱
 دانشگاه صنعتي اميركبير - دانشكده مهندسي عمران و محيط زيست استاد۲

 )۲۹/۷/۸۵ ، تاريخ تصويب ۸/۷/۸۵، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۱۱/۴/۸۴دريافت تاريخ (

 چكيده
مزيتي كه روش . آيي روش ريتز بستگي به بردارهاي استفاده شده دارد كار. باشد ي كاهش درجات آزادي ميها روش ريتز يكي از روش         

توانند تغيير شكل  به همين دليل بهتر مي. شوند توجه به بار وارد بر سازه محاسبه ميريتز بر روش مدي دارد اين است كه بردارهاي ريتز با 
بردارهاي ريتزي كه بر اساس توزيع مكاني بار . باشند بر خلاف شكل مدها كه مستقل از بار وارده مي. سازه تحت بار مورد نظر را تقريب بزنند

هيومار و همكارش نوع ديگري از بردارهاي ريتز كه علاوه بر توزيع مكاني بار به . ار نام دارندشوند بردارهاي وابسته به ب وارد بر سازه محاسبه مي
در اين مقاله بردارهاي ريتز جديدي . محتواي فركانسي بار نيز بستگي داشت معرفي كردند و آنها را بردارهاي ريتز وابسته به فركانس ناميدند

 اين بردارها مستقل ه استثابت شد. توانند جايگزين هر دو نوع بردارهاي ذكر شده شوند سازه مياين بردارها در تحليل يك . ندا همعرفي شد
رها موثر و بسيار اين برداروش ريتز با استفاده از مشاهده شد كه ي بعد هاي دوبعدي و سه مثالهاي مختلفي در حالتبا حل . خطي هستند

 .باشد كارآمد مي
 

 بردارهاي ريتز وابسته به -  بردارهاي ريتز وابسته به بار- ها ليل ديناميكي سازه تح-  روش ريتز:واژه هاي كليدي 
  همگرايي روش ريتز- فركانس

 

 مقدمه
در تحليل هاي کاهش درجات آزادي  يکي از روش      
اين روش براي اولين بار در دهه . باشد روش ريتز ميها  سازه
 در ون زير نظر پروفسور ويلسكار تحقيقاتي در يک ۸۰

كه طي آن روشي براي . ]۱،۲[دانشگاه برکلي بررسي شد 
هاي اجزاي محدود پيشنهاد  استفاده از مفهوم ريتز در برنامه

پس از آن ويلسون و همكارانش سعي در رفع عيوب و . گرديد
مانند رفع ناپايداري عددي موجود . افزايش كارآيي آن كردند

صلاح خود بردارها در آن، تعريف معيارهاي پذيرش بردارها، ا
 که ه استمقالات متعددي ارائه شد .]۵-۳[و غيره 

، ها هاي مختلف تحليل سازه کاربردهاي اين روش را در زمينه
 ]۷[، انتشار امواج ]۶[هاي بزرگ   تحليل ديناميكي سازهمانند

 .دهد  نشان مي ]۸[و روش زيرسازه 
اين قرار است که ابتدا چند خط مشي کلي اين روش بر 

 گردند شوند، محاسبه مي  ريتز ناميده ميهايکه برداردار، بر
 سپس پاسخ .)به روشي كه بعداٌ توضيح داده خواهد شد(

گردد، و  سيستم ترکيب خطي از اين بردارها فرض مي
ر تعداد بردارهاي آيد که ابعاد آن براب معادلاتي به دست مي

 .شود  معادلات كاهش يافته ناميده ميكهانتخاب شده است 
انتخاب . آيد با حل اين معادلات پاسخ سيستم به دست مي

باشد،   مرحله بسيار مهم اين روش ميي ريتزمناسب بردارها
بردارهايي كه . که تاثير مستقيم در کارآمد بودن آن دارد
و در همة (ند ا هتوسط ويلسون و همكارانش معرفي شد

 بر اساس) از اين بردارها استفاده شده است ]۸-۱[مراجع 
گردند و به همين  توزيع مكاني بار بر روي سازه محاسبه مي

هيومار و . شوند دليل بردارهاي وابسته به بار ناميده مي
همكارش نشان دادند كه براي تحليل سازه تحت باري كه 
فركانسش در مقايسه با چند فركانس طبيعي اول سازه بزرگ 

د و بايد از كارا نيستنبه تنهايي باشد، ديگر بردارهاي ويلسون 
.  ]۹[استفاده كرد همراه آنها يك سري بردارهاي ريتز ديگر 

در . او اين بردارها را بردارهاي ريتز وابسته به فركانس ناميد
 بردارهاي جديدي ارائه شده است، و همگرايي مقالهاين 

اين . روش با اين بردارها مورد بررسي قرار گرفته است
كار هر دو نوع ، گردند ي ميبردارها كه براي اولين بار معرف

چنانچه . دهند بردارهاي وابسته به بار و فركانس را انجام مي
 نوين فركانس مد نظر باشد، بردارهاي ريتز حوزهتحليل در 

توانند  مي) شوند  معرفي ميمقالهبردارهايي كه در اين (
مختلط باشند كه اين مطلب نيز به كارآيي اين بردارها 

 معموله ابتدا طرز محاسبه بردارهاي ريتز در ادام .افزايد مي
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 مورد بحث قرار نوينريتز گردد و سپس بردارهاي  ارائه مي
 .گيرند مي

 

  معمولبردارهاي ريتز 
 در اين بخش بردارهايي كه در تحليل به روش ريتز         
در اكثر . گردد ، ارائه ميگيرند مي مورد استفاده قرار معمول

شود،  ه آنچه در زير توضيح داده مي بردارهايي شبيتحقيقات
ها آن، ولي ممکن است در بين ] ۱-۸[ استفاده شده است

 .اندکي اختلاف وجود داشته باشد
اي که بر حسب   يک سيستم سازهدل ديناميکي معادله تعا

 :تغيير مکانهاي گرهي نوشته شده باشد، به شکل زير است
 

( )t,s   prKrCrM =++ &&& 
)۱( 

 به ترتيب ماتريسهاي جرم، ميرايي و K وM، Cکه
 شامل تغيير rسختي هستند و بردار وابسته به زمان

ها بار  براي اغلب بارگذاري. باشد گرهي مينسبي مکانهاي 
اصلضرب توان به صورت مجموع ح متغير با زمان را مي

 : و توابع زمان به شکل زير نوشتهاي مكاني بار توزيع
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t stg st,s
j

jj gffp == ∑ 

)۲( 
که در مورد بارگذاري زلزله در يک جهت مشخص فقط يک 

هاي جرم در راستاي   شامل مولفه1fبردار لازم است، زيرا
)مورد نظر و )tg1 باشد ه وارده ميشتاب زلزل قرينة . 

بردارهاي مورد بحث به شکلي که در ذيل توضيح داده 
اولين بردار از حل معادله زير به . شوند شود، محاسبه مي مي

 :آيد دست مي
11 fxK =∗ 

)۳( 
و بردارهاي بعدي نيز با معادله بازگشتي زير محاسبه 

 :گردند مي
           n,2,i             1ii K== −

∗ xMxK 
)۴( 

نسبت به ماتريس در هر مرحله طبق روند زير اين بردارها 
 :شوند  متعامد ميجرم

                            j

1i

1j
jii c xxx ∑

−

=

∗ −= 

 ) الف– ۵(

                                      ∗= i
T
jj  c xMx 

 ) ب-۵(
رمال ن بردار محاسبه شد، طبق رابطه زير و بعد از اينکه هر

 :گردد مي
1 j

T
j =xMx 

)۶( 
يابد که بردار بعدي محاسبه شده،  اين مراحل زماني پايان مي

، قالاتدر بعضي م. ]۱[ بر همه بردارهاي قبلي عمود باشد
، پس از انجام مراحل فوق براي اينكه ]۱[مرجع  انندم

بردارهاي به دست آمده نسبت به ماتريس سختي نيز تعامد 
باشند، از حل يك مسالة مقدار ويژه، شكل مدهاي داشته 

 بردارهاي ،آنهابه کمک  و آمدهسيستم كاهش يافته به دست 
ريتز كه هم نسبت به ماتريس جرم و هم ماتريس سختي 

 بردارهاي ريتز كه طبق .شوند ميمحاسبه ، باشند ميتعامد م
شوند داراي يك تعبير فيزيكي نيز  روند فوق محاسبه مي

كه براي دوري از اطالة كلام از ذكر آن خودداري  ]۱[هستند 
 .كنيم مي

اند   معرفي شده]۹[بردارهاي وابسته به فركانس كه در مرجع 
با اين تفاوت . شوند طبق روندي مشابه روند فوق محاسبه مي

 از ماتريس سختي Kكه به جاي استفاده از ماتريس سختي
MKانتقال داده شده  µ−كه . شود  استفاده ميµ مجذور 

 .فركانس غالب بارگذاري است
 

  نوينبردارهاي ريتز 
در اين بخش بردارهاي ريتز مورد استفاده در اين          

با توجه به توضيحات قسمت قبل، . گردند  معرفي ميمقاله
اي كه تحت تاثير  معادلات تعادل ديناميكي يك سيستم سازه

بار زلزله است، بر حسب درجات آزادي گرهي به شكل زير 
 :شود نوشته مي
                 ( ) ( )s tg   11 frKrCrM =++ &&& 

)۷( 
به صورتي کاملاً ، گردند معرفي ميمقاله بردارهايي که در اين 

را ) ۷(معادله  .شوند متفاوت از بردارهاي معمول محاسبه مي
 :ركانس به صورت زير نوشت فحوزهتوان در  مي

( )[ ] ( ) ( ) ( )s G  i  21  11
2 frKM ω=ωβ++ω− 

)۸( 
)كه )ωrشود  طبق رابطه زير تعريف مي: 
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 ۳                                                                                    .....                                                                     روش بردارهاي 

 
 

( ) ( ) tie t ω−=ω rr 
)۹( 
)و )ω1Gتبديل فورية تابع ( )tg1فرض همچنينباشد،   مي 

به اين . يك باشدشده است كه ميرايي سازه از نوع هيسترت
 :معني كه

                                            KC   2
ω
β

= 

)۱۰( 
چنانچه پاسخ . باشد ميرايي هيسترتيك مي ضريب βكه

به ازاي ) ۸( فركانس مد نظر باشد، معادلة حوزهسيستم در 
ورد نظر انتخاب هاي مختلفي كه از بازه فركانس م فركانس

بازه به دست آن شوند، حل شده و پاسخ سيستم در  مي
نيز  نويناين معادله در محاسبه بردارهاي ريتز شبيه  .آيد مي

هاي معادلة   پاسخ،بردارهااين . گيرد مورد استفاده قرار مي
با دامنة هاي مختلف تحريك  به ازاي فركانس) ۸(

)واحد )( )1G1 =ω است: 
[ ] ( )s )i  21(  1

R
i

2
i fXKM =β++Ω− 

)۱۱( 
R فوقهدر معادل

iX   ريتز بردارiو ، امiΩ فركانس متناظر 
ها در بازه فركانسي كه  مقادير اين فركانس .باشد ميآن با 

پاسخ سيستم در آن مد نظر است، به طور دلخواه انتخاب 
 . شوند مي

 
 . ها براي محاسبه بردارهاي ريتزiΩ :۱شكل 

 
 مربوطه  بردارهاي به دست آمده به شكل زير در ماتريس

 :دگردن ذخيره مي
[ ]R

n
R
2

R
1

R  XXXX L= 
)۱۲( 

اكنون .  تعداد بردارهاي به كار رفته در تحليل استnكه 
 فرض محاسبه شدهپاسخ سيستم تركيبي از بردارهاي 

 :شود مي
                                            RR YXr = 

)۱۳( 

 در ي ريتز بردارهامشاركت شامل ضرايب RYكه بردار
) ۸(در معادله ) ۱۳(جايگذاري رابطه . باشد پاسخ سيستم مي

)در ماتريسو پيش ضرب كردن آن  )TR X رابطه زير را 
 :دهد نتيجه مي

                                       RR
d FYK = 

)۱۴( 
 :شوند  به صورت زير تعريف ميRF و بردارdKماتريس

( ) [ ]( )R2TR
d   )i  21(    XKMXK β++ω−= 

          ( ) ( ) ( )s G 11
TRR fXF ω= 

 ) الف و ب-۱۵(
به ازاي ) ۱۴(يافتة با حل دستگاه معادلات كاهش 

 حوزةتوان پاسخ سازه را در  ، ميωهاي مختلف فركانس
)تحت بارفركانس  )ω1G در ادامه همگرايي . به دست آورد

 .شود  بررسي ميي ريتزبردارهانوع اين 
 

 نوين بردارهاي ريتز همگرايي
شود، اين  ها مطرح ميسئوالي كه در مورد اين بردار        

است كه آيا بردارهاي محاسبه شده داراي استقلال خطي 
 داراي دترمينان dKهستند؟ چون در غير اينصورت ماتريس

از . غيرممكن خواهد بود) ۱۴(صفر، و حل معادله ماتريسي 
در صورتي كه  بردار Nدانيم كه استفاده از  ميسوي ديگر 

 Nكه . دهد پاسخ دقيق سيستم را به دست ميباشند مستقل 
شود  در زير نشان داده مي. تعداد درجات آزادي مساله است

هاي  ، حتي اگر در فركانس مستقل هستندنوينكه بردارهاي 
  .دلخواهي محاسبه شده باشند

نكتة ديگري كه در مورد قبل از اثبات استقلال خطي، 
اين از آنجا كه  ، كههمگرايي اين بردارها وجود دارد اين است

 پاسخ ، سيستم در چند فركانس مختلف هستند پاسخبردارها 
هايي كه  ، در فركانس))۱۴(معادله (معادلات كاهش يافته 

، برابر پاسخ ) هاiΩ(اند،  بردارهاي ريتز در آن محاسبه شده
)) ۸(پاسخ معادلات كاهش نيافته، معادله (دقيق سيستم 

هاي حل شده به وضوح ديده  اين نكته در مثال.  بودخواهد
 .خواهد شد

 
  استقلال خطي بردارهاي نويناثبات
از مسالة مقدار  ميرايي دارايشكل مدهاي سيستم         

 :دنآي ويژه زير به دست مي
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[ ] 0XKM =β++ω− i
2
i   )i  21(    

)۱۶( 
آن با  فركانس طبيعي متناظر iω ام وi شكل مد iXكه
هاي طبيعي داراي مقدار مختلط و شكل  فركانس .باشد مي

شكل مدها و  .مدها داراي مقادير حقيقي هستند
 به شكل زير در ،هاي طبيعي به دست آمده فركانس
 :شوند هاي مربوطه قرار داده مي ماتريس

[ ]N21 XXXX L= 
 )               الف-۱۷(

[ ]    Diag   2
N

2
2

2
1 ωωω= LΛ 

 )    ب-۱۷(
همة شكل (باشد  مي) ۱۶(هاي معادله   بعد ماتريسNكه 
 يك مسالة) ۱۶ (معادلة). گيرند  مورد استفاده قرار مي،مدها

 چنانچه شكل مدها نسبت بنابراين، .استمقدار ويژه خطي 
 شده باشند، روابط تعامد بين مدها به نرمالبه ماتريس جرم 
 :استشكل زير برقرار 

IXMX =T 
 )                                     الف-۱۸(

           ΛXKX =β+  )i  21(  T 
 )           ب-۱۸(

) ۸(هاي معادلة  پاسخبردارهاي نوين همان طور كه ذكر شد، 
هاي مختلف تحريك با دامنة  به ازاي فركانس

)واحد )( )1G1 =ωاست :  
[ ] ( )s  )i  21(  1

2 frKM =′β++ω− 
)۱۹( 

كنيم ابتدا معادلة فوق را به مختصات مدي انتقال  سعي مي
 ′rبا فرض. دهيم و سپس بردارهاي ريتز را محاسبه كنيم

ي  به صورت تركيب خطي از شكل مدهافوقدر معادله 
 و TXو پيش ضرب كردن آن معادله با محاسبه شده

، معادله زير در مختصات مدي )۱۸(استفاده از روابط تعامد 
 :آيد به دست مي

                            [ ][ ] FYΛI =+ω−     2 
)۲۰( 

 به صورت Fباشد و  مدها ميمشاركت شامل ضرايب Yكه
 :شود زير تعريف مي

( )s1
TfXF = 

)۲۱( 
R امiبراي محاسبه بردار ريتز اكنون، 

iX در فركانس ،iΩ ،  

 :توان معادله زير را حل كرد مي
[ ][ ] FYΛI =+Ω− i

2
i      

)۲۲( 
 در حقيقت چند معادله يك مجهولي) ۲۲(معادله ماتريسي 

 :ل استباشد، كه جوابهاي آن به اين شك مستقل مي

2
j

2
i

j
i j   

F
Y

ω+Ω−
= 

)۲۳( 
 F ام بردارj درايه jF وiY ام بردارj درايه i jYكه
R برداربنابراين،. باشند مي

iXآيد  به شكل زير به دست مي: 

22
2

2
i
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iX در Nفركانس مختلف iΩ محاسبه شده و ، 
اكنون . گردند  ذخيره ميRXدر ماتريس) ۱۲(طبق رابطه 

 RXبينزير   بطه است كه راواضح) ۲۴(با توجه به رابطه 
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 مستقل هستند، iXكه شكل مدهايدانيم  ضمناً مي

Rبراين وابسته بودن بردارهايبنا
iX معادل صفر بودن 

 ها iFبا فاكتورگيري.  است، و برعكسZدترمينان ماتريس
 :رسيم از اين دترمينان، به يك دترمينان ساده مي
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 :توان نشان داد، كه دترمينان فوق برابر عبارت زير است مي
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)۲۸( 
، كه )II و Iبخش (عبارت فوق از دو بخش تشكيل شده است 

براي استقلال بردارهاي ريتز لازم است هر دو بخش مخالف 
 و يا iΩبخش دوم زماني صفر است كه دو. صفر باشند

امکانپذير نيست، زيرا  iΩ برابر بودن دو. برابر باشندiωود
 ولي .شوند هاي مختلف محاسبه مي فركانس بردارها در که
 زماني برابر هستند كه سيستم دو فركانس طبيعي iωدو

ه ك(يز تحقق نيابد   در صورتي كه اين امر ن.برابر داشته باشد
، بخش دوم عبارت فوق )ها صادق است در مورد اكثر سازه

اما بخش اول زماني صفر . همواره مخالف صفر خواهد بود
 به يك يا چند عدد از شكل مدهاي سيستم 1fاست كه

)،)۲۱( يعني با توجه به رابطه(عمود باشد  ) 0s1
T
i =fX 

 1fشود، اين مدها تحت بارگذاري باعث مي، كه )باشد
 در حقيقت در اين حالت مدهاي مذكور در .تحريك نشوند

 بارگذاري هيچ نقشي نخواهند پاسخ سيستم تحت اين
 بنابراين هنگامي كه معادلات سيستم را به مختصات .داشت

 حذف X دهيم، مدهاي مذكور را از ماتريس مدي انتقال مي
 به اين ).تغيير كندبدون اينكه پاسخ سيستم (كنيم  مي

ز حذف و  نيIترتيب جملات مربوط به اين مدها در بخش 
 در اين صورت، به دليل .آن بخش غير صفر خواهد شد

 N، ديگر تعداد بردارهاي مستقل )۲۵(كاهش ابعاد معادله 
نخواهد بود، بلكه به تعداد مدهاي حذف شده از تعداد اين 

به اين ترتيب، تعداد بردارهاي مستقل . شود بردارها كم مي
 خواهد 1fهميشه برابر تعداد مدهاي تحريك شده تحت بار

 واضح است كه چنانچه همة  با توجه به اين مطلب.بود
ن روش مورد استفاده قرار ايبردارهاي مستقل در تحليل به 

 . پاسخ دقيق سيستم حاصل خواهد شدگيرند
 

 نوين تركيب بردارهاي ريتز هاي روش
]چنانچه پاسخ سيستم در بازة فركانس        ]21  , ωω مد 

 فركانس  nنظر باشد، همانطور كه مشاهده گرديد، بايد 
تخاب شود و در هر فركانس يك  ، در اين بازه انiΩمختلف

پس از اين مرحله دو روش در پيش رو . بردار محاسبه گردد
 :وجود دارد

 بردار محاسبه شده فرض nپاسخ سيستم تركيبي از همه  -۱
 مجهولي به دست nگردد و يك دستگاه معادلات  مي
هاي مختلف تحريك در  آيد كه بايد به ازاي فركانس مي
]بازة ]21  , ωω حل گردد تا پاسخ سيستم در آن بازه به 

 .دست آيد
 ، واضح است ω پاسخ سيستم در فركانسه در محاسب -۲

تري   نزديكiΩكه سهم بردارهايي كه داراي فركانس
 هستند، نسبت به بردارهايي كه داراي فركانس ωبه

با توجه به اين حقيقت در . تند، بيشتر استدورتري هس
] بازة فركانس،روش دوم ]21  , ωω به چند زير بازه 
شود و براي محاسبه پاسخ سيستم در هر زير  تقسيم مي
مورد  زير بازه  بردار اطراف آنmنزديكترين بازه فقط 

به اين ترتيب ابعاد دستگاه . گيرند استفاده قرار مي
 n كه بايد براي هر فركانس حل گردد، ديگر اي معادله

 تعداد بردارهاي استفاده شده در هر ،mبرابر نيست، بلكه 
اين .  باشدnتواند بسيار كمتر از  زير بازه است، كه مي

 . قابل استفاده استنوينروش فقط براي بردارهاي 
ارائه هاي بعدي  هر دو روش فوق در بخشنتايج حاصل از 

 .خواهد شد
 

 اي تحليل شده و پارامترهاي اصليه مدل
يك برنامه كامپيوتري بر اساس تئوري ارائه شده در          

 . نوشته شد(Delphi)بالا و به زبان برنامه نويسي دلفي 
هاي مختلفي با استفاده از اين برنامه تحليل شده و  مدل

 .دمآ نتايج زير به دست 
 

 هاي تحليل شده مدل
ي كنترلي يك سازة كه در حالت به عنوان مثالها        

شود و يك سازة ديگر كه لازم است به  دوبعدي تحليل مي
مثال اول . صورت سه بعدي تحليل گردد، انتخاب گرديدند

باشد، كه يك مقطع قائم از   ميPine Flatمعروف وزني سد 
اين . ه استآن در حالت كرنش مسطح مورد تحليل قرار گرفت

 گرهي مسطح ۸ يزوپارامتريك ا المان۳۶مقطع با تعداد 
مخزن سد سازي  براي ساده)). ۲(شكل  (ه استشدبندي  مش

 در ادامه با . استگرديدهخالي و پي آن نيز صلب فرض 
 . به اين مدل اشاره خواهد شدAعنوان مدل 

 Morrow Pointمثال دوم، مدلي متقارن شده از سد قوسي 
 گرهي ۲۰هاي ايزوپارامتريك  اين سد با المان. باشد مي

 مانند مدل بالا در )).۳(شكل (ه استگسسته سازي گرديد
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 . صلب فرض شده است،اين حالت نيز مخزن سد خالي و پي
 .شود  نامگذاري ميBاين مدل نيز مدل 

ميرايي هيسترتيك در نظر براي سازه در هر دو حالت فوق 
 گاهي در   بارگذاري به صورت تحريك تكيه.گرفته شده است
فركانس بارگذاري نيز از . جام شده استجهت افقي ان

خاب فركانس صفر تا پنج برابر اولين فركانس طبيعي سازه انت
 .شده است

 
 .)Aمدل  (Pine Flat مدل دو بعدي سد :۲شكل 

 
 .)Bمدل  (Morrow Point مدل سه بعدي سد  :۳شكل 

 
 پارامترهاي اصلي

ا بتن بدنه سد به صورت يكنواخت، ايزوتروپ، ب         
خاصيت ويسكو الاستيك خطي و با پارامترهاي زير فرض 

 :شده است
             اختياريو وزن مخصوص Eمدول الاستيسيته 

  ۲/۰                         نسبت پواسون                   
 β                        ۰۵/۰ضريب ميرايي هيسترتيك 

 نسبتپاسخ سازه، يا در نمودارهاي رسم شده محور قائم 
 گره بالادست تاج Aدر مورد مدل ( شتاب افقي در تاج سد 

 به)  گره مياني خط تقارن تاج سدBسد و در مورد مدل 
 فركانس تحريك ،باشد و محور افقي ميشتاب وارده در پي 

ل شده باشد كه نسبت به اولين فركانس طبيعي سازه نرما مي
از آنجا كه هر دو كميت فوق بي بعد هستند، اين . است

به . تواند وابسته باشد نمودارها فقط به پارامترهاي بي بعد مي
همين دليل مستقل از مقادير مدول الاستيسيته و وزن 

 .باشند مخصوص مي
 

 نتايج
 اشاره شد، بردارهاي پيشين هاي همانطور كه در بخش       
اين بردارها .  هستنداوتي از بردارهاي ريتزع متف نونوينريتز 

پاسخ سيستم به تحريك هارمونيك با چند فركانس دلخواه 
. اند باشند و در حالت كلي از اعداد مختلط تشكيل شده مي
 داده شد كه اين بردارها مستقل هاي قبل نشان قسمتدر 

 . خطي هستند
ي ها  فركانس مد نظر باشد، فركانسحوزةچنانچه تحليل در 

توانند در بازه   مي)هاiΩ (نوينمتناظر با بردارهاي ريتز 
بازة فركانسي كه پاسخ سازه در آن مد نظر (فركانس تحليل 

ها به  نس اين فركامثالهاي حل شدهدر . ، انتخاب گردند)است
 زير n بازة فركانس تحليل به اند كه اين شكل انتخاب شده
ده و در فركانس انتهاي هر زير بازه بازه مساوي تقسيم ش

، تعداد n ).۴شكل (يک بردار محاسبه گرديده است 
 .بردارهاي خواسته شده است

 

 
 

  . هاiΩهاي نظير بردارهاي ريتز،  فركانس :۴شكل 
 

 به دليل اينكه بردارهاي ريتز ، ذكر شدقبلاًهمانطور كه 
باشند، پاسخ   ميiΩايه پاسخ دقيق سيستم در فركانس

. خواهد بودها برابر پاسخ دقيق   در اين فركانسروش ريتز
قسمت الف اين در . شود  ديده مي)۵ ( اين مطلب در شكل

ر ريتز محاسبه  بردا۳ كه با استفاده از Aمدل  پاسخ شكل
از روش تركيب اين پاسخ با استفاده . گشته، رسم شده است

 در شكل مشخص Method I كه با عنوان  آمدهبه دست ۱
 در اين شكل به منظور مقايسهپاسخ دقيق نيز . گرديده است

پاسخ دقيق با استفاده از روش مستقيم يعني حل . آمده است
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هاي متناظر با  محل فركانس.  استمحاسبه شده) ۸(معادلة 
. بردارهاي ريتز با خطوط عمودي مشخص گرديده است

در محل بردارهاي ريتز پاسخ روش ريتز شود  مشاهده مي
كه با  Bپاسخ مدل همچنين . باشد منطبق بر پاسخ دقيق مي

نشان در قسمت ب  بردار ريتز محاسبه گرديده، ۷استفاده از 
شود در محل   اين شكل نيز ملاحظه ميدر. داده شده است

  .بردارهاي ريتز دو پاسخ بر هم منطبق هستند
 پاسخ اين روش به پاسخ ،ي ريتزبا افزايش تعداد بردارها

 با Aمدل پاسخ )  الف-۶(در شكل . گردد دقيق نزديكتر مي
شود كه كاملاً منطبق بر پاسخ دقيق   بردار ريتز ديده مي۵

بردارهاي ريتز (پاسخ اين مدل به روش ريتز معمول  .است
)  ب-۶(در شكل  بردار ريتز ۵با استفاده از ) وابسته به بار

)  ب-۶(و )  الف-۶( از مقايسة دو شكل . شده استارائه
گردد كه روش ريتز نوين با تعداد بردار برابر  مشاهده مي

براي محاسبة . داده استبه دست جواب بسيار دقيقتري 
 بردار ۷پاسخي با دقت قابل مقايسه با روش ريتز نوين تعداد 

پاسخ اين نيز ) الف -۸(در شكل . باشد ميريتز معمول لازم 
 شكل مد نشان داده شده ۸ش مدي با استفاده از مدل به رو

 شكل مد ۸در اين حالت حداقل تعداد مدهاي لازم . است
باشد تا دقتي در حد قابل مقايسه با روش ريتز به دست  مي
 . آيد

 هر چند در روش مدي دستگاه معادلاتي كه بايد حل شود
داراي ماتريس ضرايب قطري است، و اين امر باعث كاهش 

از  لكنشود،  سبات در اين مرحله از اين روش ميحجم محا
 محاسبة شكل مدها عمليات رياضي زيادتري سوي ديگر

 .طلبد نسبت به محاسبة بردارهاي ريتز مي
  وبه دو روش ريتز نوين بردار ۱۳استفاده از  با Bپاسخ مدل 
گردد  ملاحظه مي.  شده استارائه) ۷(در شكل  ريتز معمول

با تعداد بردارهاي نوين روش ريتز اسخ پ در اين حالت نيزكه 
پاسخ اين مدل به روش مدي با  .باشد مي تر دقيقبرابر 

مشاهده )  ب-۸(توان در شكل   شكل مد را مي۲۶استفاده از 
 ]۱۰[ به تحريك افقي و قائم در مرجع Bپاسخ مدل . كرد

 .وجود دارد
بدون تغيير در مورد روش ريتز نوين لازم به ذكر است كه 

 ماتريس معادلات حاكم بر آنها شاملهايي كه  ل سيستمتحلي
 -اندركنش خاكهاي  باشد، مانند سيستم ميتابع فركانس 

 همچنين اين .، قابل اعمال استسازه -اندركنش آبسازه و 
در حوزة زمان نيز مورد با كمي تغيير توانند  بردارها مي

 .استفاده قرار گيرند

ردارهاي نوين اشاره هاي قبل به دو روش تركيب ب در بخش
نتايج و نمودارهايي كه تا اين مرحله ارائه شد با استفاده . شد

در روش دوم تركيب بردارها . به دست آمده بوداز روش اول 
 همزمان  توضيح داده شد، به جاي استفادةهمانطور كه قبلاٌ

 بردار mتنها از در يك زمان  ، بردار محاسبه شدهnاز همة 
ه اين ترتيب كه براي محاسبة پاسخ سازه ب. شود استفاده مي

آن زيربازه اطراف  بردار mترين  در يك زيربازه از نزديك
 مورد استفاده براي  بردارm ،)۹(در شكل . شود استفاده مي

 مشخص گذاري با شمارهتحليل سازه در يك زيربازه نمونه 
 .شده است
روش هر دو  به روش ريتز و با Bپاسخ مدل ) ۱۰(در شكل 

دوم  روش گردد كه مشاهده مي. ده استآمكيب بردارها تر
در . رسد هاي بسيار دقيقي مي تركيب بردارها نيز به جواب

 به روش دوم تركيب بردارها Method IIاين شكل كلمة 
اشاره دارد و تعداد بردارها نيز با دو عدد مشخص گرديده كه 

به عنوان مثال براي . باشد  مي m و عدد دوم nعدد اول 
 بردار محاسبه ۱۸ در مجموع)  الف-۱۰( شكل محاسبه پاسخ

 استفاده شده ها آنعدد ۶شده كه در هر زير بازه فقط از 
 . است

هر دو روش تركيب بردارها با افزايش بردارهاي مورد استفاده 
شوند، و در نهايت  خيلي سريع به جواب دقيق همگرا مي

 روش دوم البته. دهند هاي بسيار دقيقي به دست مي جواب
تركيب بردارها به دليل حجم عمليات رياضي كمتر، 

باشد، اختلاف اين دو روش چنانچه  كارآمدتر از روش اول مي
 . تر باشد بيشتر است بازه فركانس تحليل وسيع

ا هر دو روش تركيب بمدل همان پاسخ )  ب-۱۰(در شكل 
. نشان داده شده استتر  در يك بازه فركانس وسيعبردارها 

گردد كه تعداد بردارهاي مورد استفاده در هر  ده ميمشاه
ها زيادتر شده  زيربازه ثابت مانده است و فقط تعداد زيربازه

تر روش دوم بسيار  در بازة وسيعبه همين دليل . است
هاي محدودتر  البته در بازه. باشد كارآمدتر از روش اول مي

  .تر است تر و دقيق روش اول مطمئن
 كه تحليل در بازة فركانس وسيعتر مشابه لازم به ذكر است

اي طبيعي نزديك به هم ه حالتي است كه سازه فركانس
داشته باشد و در نتيجه در بازه فركانس تحليل تعداد 

 .زيادتري فركانس طبيعي قرار گرفته باشد
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 )ب           ()                                                                      الف(

 
 ،  B مدل -)ب (A مدل -)الف(پاسخ سازه به روش ريتز نوين؛  : ۵شكل 

 ).دهند هاي متناظر با بردارهاي ريتز را نشان مي خطوط عمودي فركانس(
 

 
 )ب)                                                                                     (الف(

 
 .گاهي  روش ريتز معمول، تحريك افقي تكيه-)ب( روش ريتز نوين -)الف (Aمدل پاسخ  : ۶شكل 

 

 
 )ب)                                                                                    (الف(

 
 .گاهي  روش ريتز معمول، تحريك افقي تكيه-)ب( روش ريتز نوين -)الف (Bپاسخ مدل  : ۷شكل 



 
 ۹                                                                                    .....                                                                     روش بردارهاي 

 
 

 
 )ب)                                                                                    (لفا(

 
 .گاهي ، تحريك افقي تكيهB مدل -)ب (A مدل -)الف(پاسخ سازه به روش مدي  : ۸شكل 

 
 ).كنند  مي ام را مشخصiها، بردارهاي مورد استفاده در زير بازة  شماره(روش دوم تركيب بردارها : ۹شكل 

 
 )ب)                                                                                   (الف(
 . به دو روش تركيب بردارها در دو بازه فركانس مختلفBپاسخ مدل : ۱۰شكل 

 
 گيري نتيجه
.  معرفي گرديدنوينبردارهايي به عنوان بردارهاي ريتز        

ي مختلف توسط اين روش محاسبه شده و ها پاسخ مدل
 :نتايج زير از اين مطالعه اخذ گرديد

اين در ، كه نوينروش ريتز با به كاربردن بردارهاي  •
هاي دقيقي در تحليل  خد، پاسيگرد  معرفي مقاله
 .دهد  به دست ميهاي مختلف سازه

هاي متناظر با  پاسخ روش ريتز در فركانسمشاهده شد  •
ده برابر پاسخ دقيق سيستم بردارهاي محاسبه ش

 . باشد مي
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هاي  ركانس كه در فنشان داده شد بردارهاي ريتز •
تعداد .  مستقل خطي هستندشوند دلخواه محاسبه مي

توان محاسبه كرد، برابر تعداد  بردارهاي مستقلي كه مي
تحت (مدهايي است كه در پاسخ سيستم شركت دارند 

 درجات تعداداين تعداد ممكن است از ). بار مورد نظر
بردار ولي چنانچه اين تعداد آزادي سيستم كمتر باشد 

مورد استفاده قرار  ، مستقلهايبردار برابر كل ريتز،

، پاسخ روش ريتز همان پاسخ دقيق سيستم گيرد
 .خواهد بود

 

 تقدير و تشكر
دانم از ياري برادر بزرگوارم آقاي  بر خود لازم مي       

دانشگاه نشجوي دورة دكتري  آفتابي ثاني دامهندس احمد
ال تقدير و تشكر را به كمدر تهية اين مقاله اميركبير صنعتی 
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