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۴۰۳ 

 آناليز غيرخطي دو صفحه دايروي و حلقوي با اتصال فنر حلزوني خطي
 

 محمد حسن نائي
  دانشگاه تهران- دانشكده فني-استاديار گروه مهندسي مكانيك

 مرتضي محمدي
  دانشگاه تهران– دانشكده فني –فارغ التحصيل كارشناسي ارشد مهندسي مكانيك 

 )۲۴/۸/۸۲ ، تاريخ تصويب ۱۸/۹/۸۰تاريخ دريافت (
 

 چكيده
 بار يكنواخت  و تحت        در اين مقاله آناليز غيرخطي دو صفحه دايروي و حلقوي كه توسط فنرهاي پيچشي خطي به يكديگر متصل شده اند                  

و معادله  با توجه به دخالت نيروهاي غشائي، معادلات ديفرانسيل حاكم بر مسئله، به د             . نسبتاً بزرگ واقع شده اند مورد بررسي قرار گرفته است        
با بكارگيري پارامترهاي مناسب، اين جفت معادله به دوازده         .  معروف هستند  ۱ كارمن -ديفرانسيل غيرخطي كوپله مي انجامد كه به معادلات فون       
ن  رافسون و تعيي    - و تصحيح نيوتن    ۲اين معادلات با استفاده از روش پرتاب موازي         . معادله ديفرانسيل غيرخطي مرتبه اول تبديل مي شوند        

تغيير شكل ها و تنشهاي غشائي و خمشي و ماكزيمم آنها روي صفحات بررسي شده و نهايتاً تغييرات                  . ژاكوپين مربوطه با روشي نو حل شده اند      
ماكزيمم تنش خمشي و غشائي برحسب تغييرات ضخامت صفحات، تغييرات نسبت شعاعهاي صفحات، تغييرات بار وارده و تغييرات ضريب                       

در انتها، با توجه به بكر بودن مسئله، به منظور اعتبار تحليل انجام شده، حل اين مسئله در حالت                         .  آورده شده است    سختي فنر حلزوني  
 .مقايسه شده است] ۱۲[مخصوص با نتايج مسئله موجود در مرجع 

 
 صفحات حلقوي، فنر حلزوني، آناليز غيرخطي، پرتاب موازي: واژه های کليدی 

 
 مقدمه

ان عرضي صفحه نازك بيشتر از      هر گاه تغيير مك   
 ۳ضخامت صفحه، در محدوده تغيير مكانهاي نسبتاً بزرگ         

شود، بحث رياضي مربوط به معادلات تعادل سيستم، علاوه 
بر تئوري كلاسيك خطي تغيير شكل صفحات، شامل             

اين تغيير شكل    . تغيير شكل صفحه ميانتار نيز مي شود       
اثرات غشائي  علاوه بر وجود اثرات خمشي، با فرض وجود          

بدين ترتيب  . بر روي مقاومت صفحه قابل توجيه است         
پديده غير خطي بودن هندسي در معادلات حاكم بر               

در نتيجه معادلات تعادل صفحه       . صفحه ظاهر مي شود   
تبديل به دو معادله كوپله         ) استاتيكي يا ديناميكي    (

غيرخطي مي شود كه تنها به روشهاي عددي قابل تحليل           
 زمينه مسائل متنوعي مورد بررسي قرار          در اين    . است

 ].۱-۱۰. [گرفته است
در اين مقاله سازه اي متشكل از دو صفحه حلقوي و                 

) ۱(دايروي كه توسط فنرهاي حلزوني خطي مطابق شكل         
به يكديگر متصل شده اند و تحت بار يكنواخت نسبتاً بزرگ          
و در نتيجه تحت تغيير مكانهاي نسبتاً بزرگ قرار گرفته             

در صنعت ممكن است سازه هائي      . ، بررسي شده است    اند
مشابه اين سيستم وجود داشته باشد كه مثلاً لازم باشد دو           

  يا (قطعه با مقاومتهاي تنشي متفاوت توسط لاستيك             
به يكديگر   ) اتصالي كه بتوان با فنرهاي حلزوني مدل كرد        

در اين شرايط بررسي ممان ماكزيمم        . جوش داده شوند  
يرات مقدار ماكزيمم تنش بر حسب تغييرات         تنش  و تغي  

پارامترهاي مختلف براي پيش بيني مكان شكست و كنترل        
ماكزيمم تنش كه موجب شكست مي شود، بسيار حايز            

اين چنين سازه هائي قابل مدلسازي توسط       . اهميت است 
 .اين مسئله هستند

 
 .اتصال صفحه دايروی و حلقوی با اتصال فنر حلزونی : ۱شکل 
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۴۱۰ 

ري تغييرمكانهاي عرضي نسبتاً بزرگ         تئو
 ۴صفحات نازك

 ]۱۱:[فرمول بندي معادلات حاكم 
يك ورق مسطح حلقوي نازك به شعاعهاي داخلي و                

را در نظر بگيريد كه مركز مختصات              ,ba خارجي
 در راستاي   r(استوانه اي بر صفحه ميانتار منطبق است         

 در راستاي عمود بر      z در راستاي محيط و        θو  شعاع  
 –با توجه به فرضيات كرشف،  معادلات فون             ). سطح  

كارمن براي صفحه دايره شكل ايزوتروپيك، تحت                
بارگذاري يكنواخت متقارن محوري به صورت زير نوشته          

 :مي شود
 :معادلات حاكم در مختصات قطبي
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 بي  بعد سازي معادلات حاكم

براي بي بعد كردن معادلات حاكم پارامترهاي         
 :زير تعريف مي شوند
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 :و معادلات حاكم به اين صورت بي بعد مي شوند 
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 شرايط مرزي
براي تكميل فرمولاسيون مسئله، بايد                

معادلاتي كه براي   . مجموعه اي از شرايط مرزي بيان شود      
  استفاده مي شوند،  ϕ,Xتبديل شرايط مرزي  بر حسب        

 :عبارتند از 
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)۶(                     
در سازه مورد بررسي، دو صفحه دايروي و حلقوي كه               
شعاع داخلي صفحه حلقوي، برابر شعاع صفحه دايروي            
است، در مرز مشترك، توسط فنرهاي الاستيك حلزوني           

))((گسترده  
m

mNK رايط ش.  به يكديگر متصل شده اند     −

 :مرزي در شعاع خارجي گيردار است، بنابراين 
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 ] :۱۱[شرايط مرزي در مركز 
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 : شرايط پيوستگي 
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)c-۷                             ( 
 :رابط ممانهاي خمشي با فنر پيچشي 
)( 211 θθ −= KM r 

)d-۷ (                         
دو شرط مرزي ديگر، از معادلات مربوط به تعادل نيروها            

همانطور كه در بدست     . در مرز مشترك حاصل مي شود      
آوردن معادلات حاكم، براي نوشتن تعادل نيروها در               

   راستاي شعاعي از المانی در وضعيت تغيير شكل نيافته
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ده است در اينجا نيز از المان تغيير شكل نيافته          استفاده ش 
 :استفاده مي شود
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)e-۷    (    
براي نوشتن روابط تعادل در راستاي عمودي مطابق شكل          

 :از المان تغيير شكل يافته استفاده مي شود ) ۲(

 
 

 .المان تغيير شکل يافته صفحه : ۲شکل 
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 حل معادلات به روش پرتاب موازي
 در حل معادلات اين سازه مطابق دياگرام شكل         

، به روش پرتاب موازي بايد سه مقدار پيش فرض براي           )۳(
صفحه حلقوي در شعاع خارجي و سه مقدار پيش فرض             

 .براي صفحه دايروي در مركز گرفته شود
 

 
 .دياگرام روش پرتاب موازی : ۳شکل 

 كوتا همچون مسائل مقادير      –س توسط روش رانگ      سپ
اوليه، معادلات مربوط به اين دو صفحه تا مرز مشترك حل    

آنگاه بردار خطا در مرز مشترك محاسبه شده و           . مي شود
 رافسون مقادير پيش فرض تصحيح           -به روش نيوتن    

 .مي شوند
 

 بيان معادلات به صورت دستگاه معادلات مرتبه اول 
دلات حاكم بر اين دو صفحه         دستگاههاي معا 

مي تواند به صورت دستگاههاي معادلات مرتبه اول نوشته         
 :به همين منظور متغيرهاي زير را تعريف مي كنيم. شود

 :صفحه دايروي
 

{ }T

T

d
d

d
Xd

d
Xd

d
dX

X

654321

1
13

3

2
1

2
1

1

,,,,,

,,1,,,)(

ζζζζζζ

ξ
ϕ

ϕ
ξξξ

ξζ

=









=
r

  با 

)a-۸( 
توجه به معادلات بي بعد حاكم، معادلات حاكم به صورت           

 :زير نوشته مي شود 
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 صفحه حلقوي 
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)d-۸           ( 
بر حسب  ) ۷(، شرايط مرزي    )۶(و  ) ۴(با توجه به روابط      

 :متغيرهاي جديد به اين صورت نوشته مي شود 

http://daneshresan.com/


  ۱۳۸۲، آذرماه ۳، شماره ۳۷                نشريه دانشکده فنی، جلد                                                                                              

 

۴۱۰ 

0)cos(
1

)cos(
1

0)sin(
1

)11(

)sin(
1

)11(

0)()(

0)()(

0)(
1

1)(
1

1
0

:

0,0,0    :1
0,0,0    :0

2
1

5
2
2

22
2

1

5
2
1

11

2
1

5
2
2

22
22

1
3

1
42

2

2
1

5
2
1

11
22

1
3

1
42

1

222
1

1
3

1

2
1

2
322

1

1
31

5
1

2
62

2
5

1

1
62

1

11

1

52621

542

=
−

−
−

=








−
−−+−

−
−−+

=−++

=+−+

=−
−

−−
−

=−

==

=−===
====

η
ξ
η

υ
ζ

ξ
ζ

υ

η
ξ
η

υ
η

ξ
η

ξ
η

ζ
ξ
ζ

υ
ζ

ξ
ζ

ξ
ζ

ηζζ
ξ
υ

ζ

η
ξ
υ

ηζ
ξ
υ

ζ

η
ξ
υ

η
υ

ζ
ξ
υ

ζ
υ

ηζ

ξξ

ηυηηηξ
ζζζξ

hEhE

hE
b
D

hE
b
D

K
b
D

DD

b
a

 

)۹( 
 

 بردار مقادير پيش فرض و بردار خطا 
 :مقادير پيش فرض زير را تعريف مي كنيم
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)۱۰( 
و مقادير پيش  فرض، مقادير     ) ۹(با توجه به شرايط مرزي      

اوليه در مركز صفحه دايروي و در شعاع خارجي صفحه             
 :حلقوي به صورت زير خواهد بود
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)۱۳( 

، بردار خطا در مرز مشترك به اين        )۹(با توجه به معادلات     
 :صورت محاسبه مي شود
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 تعيين مقادير پيش فرض
براي تعيين پيش فرض، از بارهاي كم شروع            

U=0كرده و با پيش فرض        
r

.  مسئله را حل مي كنيم      
سپس از جوابهاي به دست آمده براي حل در بار بالاتر               

هر بار جوابهاي مربوط به يك بارگذاري        . استفاده مي كنيم 
خاص را به دست آورده و از مقادير مربوط به آن به عنوان              

     .                        پيش فرض بارگذاري بعدي استفاده مي كنيم
 

 محاسبات عددي و نتيجه گيري 
در تحليل سازه مورد بررسي بايد وضعيت خيز و         
تنشها و تغييرات آن روي صفحه و مكان ماكزيمم تنشها            

خيز ناشي از بارگذاريهاي بزرگ را ) ۴(شكل . مشخص شود
12روي دو صفحه به ازاي نسبتهاي متفاوت            hh  نشان

12 هر چه نسبت    . مي دهد hh      بيشتر مي شود، خيز
ماكزيمم كمتر مي شود و بعلاوه زاويه شكست در مرز               

تنش خمشي  ) ۵(شكل  . مشترك دو صفحه كمتر مي شود    
شعاعي را كه مهمترين تنش در بحث تغيير شكل صفحات          
است و بيشترين مقدار را به خود اختصاص مي دهد، نشان           

رجي صفحه حلقوي بيشترين    اين تنش در مرز خا    . مي دهد
چون بيشترين تغييرات شيب در آن نقطه         . مقدار را دارد  

)(رخ مي دهد،در مرز مشترك داريم،        21 rbrb SS  اين  =
مطلب خاصيت فنرهاي حلزوني است كه گشتاور را در             

ولي شيب ممان  . جهت عمود بر صفحه خود انتقال مي دهد      
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ست، خمشي دو صفحه در مرز مشترك يكي ني         
. چون تغييرات ممان خمشي روي دو صفحه يكي نيست          

5.112بعلاوه گسستگي مربوط به نمودارهاي           =hh  و
212 =hh           به دليل متفاوت بودن ضخامتها است كه از،

نشان مي دهد كه   ) ۶(شكل  . قابل درك است  ) ۳(فرمول  
مرز تنش خمشي محيطي بيشترين مقدار خود را در               

خارجي صفحه حلقوي مي گيرد و بعلاوه تنشهاي خمشي          
چون فنرهاي  . محيطي در مرز مشترك با هم برابر نيستند       

حلزوني ممان خمشي در صفحه خودشان را منتقل               
نمي كنند و اندازه ممان خمشي محيطي، روي هر صفحه           
به تغييرات شيب همان صفحه مربوط مي شود و چون              

صال يكي نيستند، تنشهاي    شيبهاي دو صفحه در محل ات      
 .خمشي محيطي دو صفحه در محل اتصال مساوي نيستند

 
 .خيز دو صفحه به ازای نسبت ضخامتهای متفاوت: ۴شکل      
 

 
12تنش خمشی شعاعی دو صفحه به ازای  : ۵شکل  hh  

 .متفاوت
 

تنش . تنشهاي غشائي شعاعي را نشان مي دهد      ) ۷(شكل  
اعي ماكزيمم، در مركز صفحه دايروي رخ            غشائي شع  

21به ازاي   . مي دهد hh ،در مرز مشترك تنشهاي غشائي      =
شعاعي دو صفحه با هم برابر هستند كه دليل اين مطلب             

هرگاه ضخامتهاي دو صفحه با     . آمده است ) e-۷(در رابطه   
هم برابر باشند، شيبهاي نيروهاي غشائي شعاعي در مرز           

رك روي دو صفحه برابر مي شوند و در غير اين صورت           مشت
تنش ) ۸(از شكل   . در محل اتصال شكست خواهيم داشت       

غشائي محيطي ماكزيمم در مركز صفحه دايروي رخ              
اندازه اين تنش در مقايسه با سه تنش قبلی كمتر          . مي دهد

 ] :۱۱[مقدار ماكزيمم آن در مركز برابر است با . است
)0()0( rmtm SS = 

 

 
12تنش خمشي محيطي دو صفحه به ازاي  : ۶شكل hh 

 .متفاوت

 
12تنش غشائي شعاعي دو صفحه به ازاي  : ۷شكل hh  

 .متفاوت
 

 
12تنش غشائي محيطي دو صفحه به ازاي  : ۸شكل  hh 

 .متفاوت
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 مقادير ماكزيمم تنشهاي     تغييرات) ۱۷(تا  ) ۹(شكلهاي  
خمشي شعاعي و محيطي و تنش غشائي شعاعي را بر               
. حسب تغييرات پارامترهاي مختلف نشان مي دهند             

تغييرات تنش خمشي     ) ۱۱(و   ) ۱۰(،   ) ۹(شكلهاي   
شعاعي، تنش خمشي محيطي و تنش غشائي شعاعي را بر          

12ردPحسب تغييرات  hh     هاي مختلف نشان مي دهند .
با توجه به تغيير شيب منحني نمودارهاي نشان داده شده،          
با افزايش بار وارده، ماكزيمم تنش شعاعي نسبت به                
تنشهاي خمشي به تدريج افزايش مي يابد؛ كه نشان               
مي دهد با افزايش بار اثرات نسبي تنش غشائي بيشتر              

12با ازدياد   . مي شود hh       هر سه مؤلفه تنش كم مي شوند
. كه نسبت تغييرات براي هر سه مؤلفه تقريباً برابر است              

12ولي هر چه       hh         بيشتر مي شود، تغييرات تنش بر
12حسب تغييرات  hhكمتر مي شود . 

 
تغييرات تنش غشائي شعاعي در مركز صفحه   : ۹شكل 

 .دايروی
 

 
تغييرات تنش خمشي شعاعي در شعاع بيروني  : ۱۰شكل

 .صفحه حلقوی
 

تغييرات تنش خمشي    ) ۱۴(و  ) ۱۳(و  ) ۱۲(شكلهاي  
 شعاعي، تنش خمشي محيطي و تنش غشائي شعاعي را بر    

 

12در baحسب تغييرات      hh        هاي مختلف نشان 
 ، ماكزيمم   ba≈4.0دربا توجه به اين شکلها       . مي دهند

تنشهاي خمشي شعاعي و محيطي و همينطور ماكزيمم           
12تنشهاي غشائي تمام مقادير hh بيشترين مقدار خود ، 

 .را مي گيرند
 

 
 

تغييرات تنش خمشي محيطي در شعاع بيروني  : ۱۱شكل
 .صفحه حلقوی

 
 

 در شعاع بيروني تغييرات تنش خمشي شعاعي : ۱۲شكل
 .صفحه حلقوی

 
 

تغييرات تنش خمشي شعاعي در شعاع بيروني صفحه : ۱۳شكل
 .حلقوی
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تغييرات تنش غشائي شعاعي در مركز صفحه  : ۱۴شكل

 .دايروی
 

نشان مي دهند كه با زياد      ) ۱۷(و  ) ۱۶(،  ) ۱۵(شكلهاي  
 kييرات  ، مؤلفه هاي تنش و همينطور تاثیر تغ       kشدن  

البته هر چه نسبت      . بر مؤلفه هاي تنش كم مي شوند       
12 hh          بيشتر شود، تغييرات تنشها بر حسب تغييراتk

12بعلاوه هر چه  . كمتر مي شود  hh    بيشتر مي شود، اثرات 
12تغييرات         hh روي اين سه مؤلفه تنش كمتر مي شود .

افت نسبي تنش غشائي شعاعي ، نسبت به تنش خمشي             
 .شعاعي بيشتر است

 
تغييرات تنش غشائي شعاعي در مرکز صفحه  : ۱۵شکل 

 .دايروی

 
تغييرات تنش خمشي شعاعي شعاع بيروني صفحه : ۱۶شکل 

 .حلقوی

 
اع بيروني صفحه تغييرات تنش خمشي محيطي شع : ۱۷شکل 

 .حلقوی

 اعتبار تحليل
چون اين مسئله با اين شرايط مرزي تاكنون            
تحليل نشده است، معياري براي بررسي درستي تحليل           

با توجه به هندسه سازه و شرايط مرزي،            . وجود ندارد 
 ميل كند و ضخامت و          k→∞هرگاه در اين سازه        

رابر باشند، اين سازه      بارگذاري روي دو صفحه با هم ب          
متناظر يك صفحه دايروي ساده با شرايط مرزي گيردار            
خواهد بود كه ضخامت آن برابر ضخامت صفحات و شدت           
بارگذاري روي آن برابر شدت بارگذاري روي دو صفحه             

اين سازه تحت اين شرايط خاص با معادلات و            . مي باشد
ست شرايط مرزی استخراج شده در اين مقاله  حل شده ا           

مقايسه . مشاهده مي شود ) ۱۸(كه نتايج حاصله در شكل       
اين نمودارها با نتايج حاصل از تحليل يك صفحه تحت              

، درستي تحليل انجام    ]۱۲[شرايط مرزي گيردار از مرجع       
 .شده در اين مقاله را تصديق مي كند

 
تغييرات تنش خمشي شعاعي در لبه بيروني صفحه  : ۱۸شكل

 مركز صفحه دايروي بر حسب حلقوي و تنش غشائي در
 كه قابل مقايسه k→∞تغييرات خيز مركز صفحه دايروی در

با يك صفحه دايروي تحت شرايط مرزي گيردار و بارگذاري 
)3.0( .ثابت است =υ. 
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 فهرست علائم
ζ      بردار مؤلفه هاي هر نقطه از صفحه دايروي   

r
    

η      بردار مؤلفه هاي هر نقطه از صفحه حلقوي  
r 

U           بردار مقادير پيش فرض     
r

 
D               بردار خطا

r
 

 ψ                   تابع تنش                         
rbb         تنشهاي خمشي شعاعي و محيطي     σσθ , 

rmm تنشهاي غشائي شعاعي و محيطي               σσθ , 
 P                   شدت بار وارده              

 a      شعاع صفحه دايروي و شعاع داخلي صفحه حلقوي
 b شعاع خارجي صفحه حلقوي                               

صليب خمشي                            
)1(12 2

3

υ−
=

EhD 

12 ضخامت صفحات دايروي و حلقوي                   , hh 
 K                          ضريب سختي فنر حلزوني         

rεεθ كرنشهاي شعاعي و محيطي                          , 
  E,υ مدول الاستيسيته و ضريب پواسون                   

rMMممان خمشي شعاعي و محيطي بر واحد طول   ,θ                       
 br=ξ مؤلفه بي بعد شعاع                                  

1hwWمؤلفه بي بعد خيز برای هر دو صفحه           = 
111مؤلفه بي بعد خيز صفحه دايروی             hwX = 

222          مؤلفه بي بعد خيز صفحه حلقوی  hwX = 

مؤلفه بي بعد تنش خمشي شعاعي           
2

1

2

Eh
bS rb

rb
σ

= 

 بي بعد تنش خمشی محيطی          مؤلفه
2

1

2

Eh
b

S b
tb

θσ= 

شعاعی           بي بعد تنش غشائي مؤلفه
2

1

2

Eh
bS rm

rm
σ

=  

  شعاعی         بي بعد تنش غشائي مؤلفه
2

1

2

Eh
bS m

tm
θσ= 

2       مؤلفه بي بعد ضريب سختي  فنرحلزوني
1Eh

KK = 

مؤلفه  بي بعد فشار               
q

h
b

E
P 






−

=
)1(12 2υ 

 ,uw مؤلفه تغيير مكان شعاعي و عرضي                    
zr                         مختصات استوانه اي ,,θ 

rNNنيروي غشائي شعاعي و محيطي بر واحد طول    ,θ                        
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 واژه های انگليسی به ترتيب استفاده در متن 

1 - Von-Karman     
2 - Parallel Shooting Method  
3 - Moderately Large Deflection     
4 - Moderately Large Deflection 


