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 نيمه ضمني براي حل معادلات آب كم عمق -اعمال روش نيمه لاگرانژي
 

 وحيد اصفهانيان
  دانشگاه تهران-  دانشكده فني - دانشيار گروه مهندسي مكانيك

 خسرو اشرفي
 پژوهشگاه هواشناسي و علوم جوی دانشجوي دكتر

  )۲۲/۹/۸۲ ، تاريخ تصويب ۲۹/۸/۸۱تاريخ دريافت (

 چكيده
براي حل معادلات   . اله روش نيمه   لاگرانژي نيمه ضمني براي حل معادلات آب كم عمق در مختصات كارتزين به كار برده شده است               در اين مق         

روش نيمه لاگرانژي كه به صورت نيمه  ضمني به معادلات آب كم عمق اعمال مي شود به  صورت             . آراكاوا استفاده شده  است  -Cآب كم عمق از شبكه      
. ار است، بنابراين يكي از مشكلات روش هاي اويلري كه كوچك بودن گام زماني مي باشد، با به  كار بردن اين روش مرتفع مي شود                        نامشروط پايد 

نيمه  ضمني با دقت ميان يابي هاي انجام شده در اين روش تعيين مي  شود، در اينجا از ميانيابي درجه سوم كه يكي از                       -دقت روش نيمه  لاگرانژي  
صحت اين روش به وسيلة حل كانال آب يك بعدي در مقايسه با حل تحليلي مشخصه ها مورد                . قيق ميان يابي است، استفاده شده است    روش هاي د 

همچنين اين روش در حالت دوبعدي به يك جريان كانال هوا كه داراي شرايط مرزي دوره اي در مرزهاي شرقي و غربي و                       . تأييد قرار گرفته است  
اين روش در حالت يك بعدي و دوبعدي به لحاظ پايستگي كميت هايي           .  ر مرزهاي شمالي و جنوبي است، اعمال شده است       شرايط مرزي سخت د   

 .مانند انرژي كل، آنستروفي و عمق متوسط شاره بسيار خوب عمل مي كند
 

 نيمه ضمني، معادلات آب كم عمق، گام زماني، ميان يابي -روش نيمه لاگرانژي :واژه هاي كليدي

 
 مقدمه

روش هاي گسسته سازي كه برپاية رفتار              
 بنانهاده شدند براي         ۲معادله فرارفت   ۱نيمه لاگرانژي

انتگرال گيري زماني  كارا در پيش بيني هاي عددي وضع هوا        
در اين روش گام هاي زماني      . مورد استفاده قرار مي گيرند    

بزرگتر از روش هايي است كه اساس و پاية آنها روش اويلر            
د، در صورتي   كه از لحاظ دقت چيزي از دست               مي باش

مطالعاتي كه براي كاربرد اين روش در حل              . نمي رود
 ميلادي  ٨٠معادلات آب كم عمق انجام شده است به دهه          

،  )١٩٨١،١٩٨٢(برمي گردد كه مي توان به كارهاي ربرت          
، )١٩٨٨(، پرسر و لسلي        )١٩٨٦(استينفرز و تمپرتن      

اشاره ) ١٩٩٠(و كت و استينفرز     ) ١٩٨٩(مكدونالد و بتيز    
همچنين اين روش در مدل هاي كژفشار شبكه اي نيز        . نمود

از جمله اين كارها مي توان به        . مورد استفاده قرار گرفت    
روش سه مرحله اي  نيمه لاگرانژي كه براي مختصة سيگما         

 و تانگي و همكارانش     ) ١٩٨٥(توسط ربرت و همكارانش      
رحله اي  نيمه لاگرانژي كه    و همچنين روش سه م   ) ١٩٨٩(

 ي و ـــــبراي مختصات غير هيدرواستاتيك به وسيله تانگ
 

مورد استفاده قرار گرفت، اشاره نمود      )  ١٩٩٠(همكارانش  
]١[. 

-معادلات حاكم بر جريان بعد از اعمال روش نيمه لاگرانژي        
نيمه ضمني به يك معادلة هلمهولتز براي ارتفاع                  

در كارهاي  . انه تبديل مي شوند  ژئوپتانسيل و معادلات تك    
، )كه در بالا به طور مختصر به آنها اشاره شد         (انجام گرفته   

در اعمال شرايط مرزي به معادله هلمهولتز حتماً بايد              
معمولاً . مقادير ارتفاع ژئوپتانسيل در مرزها داده شده باشد       

در شبيه سازي هاي عددي وضع هوا در حركت هاي ميان           
فاع ژئوپتانسيل به راحتي در دسترس        مقادير ارت   ۳مقياس

با . نيستند ولي دسترسي به مقادير ميدان باد آسانتر است         
استفاده از اين مقادير و همچنين بسط مناسب معادلات            
حاكم مي توان به معادلاتي در مرزها دست پيدا كرد كه             

چگونگي انجام اين   . تابعي از مولفه هاي سرعت باد باشند      
ر قسمت هاي بعدي مقاله        عمل به صورت مبسوط د       

 .آمده است
 

 ديدگاه هاي لاگرانژي و اويلري
 معادلات اساسي ديناميك شاره ها را مي توان از   
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. دو ديدگاه لاگرانژي و اويلري مورد بررسي قرار داد                
معادلات در شكل لاگرانژي، تغييرات جريان را با دنبال             

ولي . كردن حركت يك ذرة منفرد از شاره،  بيان مي كنند          
معادلات در شكل اويلري بيان كنندة تغييرات جريان از            

اين نقطه  (مشاهدات يك نقطة ثابت در فضا مي باشند            
مي تواند يك نقطة ثابت بر روي يك مخصات چرخان               
همانند زمين كه حركت آن تأثيري از حركت شاره                 

 S  يك متغير اسكالر وابسته و        ψاگر). نمي گيرد، باشد 
چشمه يا چاهه اين متغير باشد، معادلات تغييرات                 

 در ديدگاه لاگرانژي يك بعدي به شكل زير نوشته         ψزماني
 ].٢[مي شود

S
dt
d =ψ                                                  

)۱( 
 . شودهمين معادله در ديدگاه اويلري به شكل زير نوشته مي

S
x

u
t

=
∂
ψ∂+

∂
ψ∂   

)۲( 
براي معادل سازي اين دو ديدگاه از منظر رياضي مشتق            

 :كلي به شكل زير بيان مي گردد

xdt
dx

tdt
d

∂
∂+

∂
∂=  

 :در معادله بالا براي سرعت داريم

 u
dt
dx

=   

)۳( 
 

 روش نيمه لاگرانژي سه ترازة زماني
گاه لاگرانژي به ذهن مي رسد     اولين روش حلي كه در ديد     

اين است كه در ابتدا چون شرايط اولية جريان معلوم است           
تعدادي از نقاط شاره به صورت منظم در نظر گرفته                

در زمان انتگرال گيري   ) ٣(و  ) ١(مي شوند و از دو معادلة       
با توجه به اينكه مسير ذرات شاره براي هر يك از          . مي كنيم

دست مي آيد و اين معادله براي نقاط        به ) ٣(آنها از معادله    
مختلف با سرعت هاي متفاوت مسيرهاي غيرموازي براي          
نقاط مختلف شاره ايجاد مي كند، بنابراين نقاط جديد             
به دست آمده كاملاً غيريكنواخت هستند و هيچ ترتيب            

 دراكثر موارد خطوط مشخصه با يكديگر        . خاصي ندارند 

روش . نامنظمي مي رسند موازي نيستند و نهايتاً به نقاط         
نيمه لاگرانژي در واقع ايده اي است كه اين مشكل را                

در روش نيمه لاگرانژي يك سري نقاط        . برطرف مي كند 
منظم به عنوان نقاط شبكه انتخاب مي شوند و در هر گام            
زماني خطوط مشخصه اي كه از اين نقاط مي گذرند مورد           

يك سري بررسي قرار مي گرند، برخلاف حالت قبل كه             
خطوط مشخصه معين از ابتدا تا انتهاي زمان محاسبه              
مورد بررسي قرار مي گرفتند، در روش نيمه لاگرانژي              
خطوط مشخصه عبوري از اين نقاط با هر گام زماني عوض           

درواقع روش حل به اين گونه است كه خطوط          . مي شوند
مشخصه اي كه اكنون در نقاط شبكه هستند داراي                

تند كه در گام زماني قبلي در نقاط         مشخصات نقاطي هس  
ديگري بوده اند و اين نقاط لزوماً بر نقاط شبكه انطباق               

آنچه كه در بالا بيان گرديد به طريق  بسيار گوياتري         . ندارند
 .آمده است) ١(در شكل 

 
شكل شماتيكي از روش نيمه لاگرانژي سه ترازه : ١شكل 

و خط مشخصه تخميني ) منحني پر(قعي خط مشخصه وا. زماني
 طي ∆t فاصله اي است كه ذره شاره در مدتjα).خط چين(

 ])٣[برگرفته از مرجع (مي كند 

ttn سه گام زماني      )١(در شكل      ∆−،nt  و ttn ∆+ 
 در زمان     ψه اند كه هدف تعيين كميت        مشخص شد  

ttn   از داده هاي زمان قبل با يك تابع داده شده               +∆
),( txu خط مشخصه اي كه در زمان    . ، مي باشدttn ∆+ 

گذرد؛ در    كه يك نقطه شبكه است، مي             Cاز نقطه  
ttnزمان  گذشته است كه لزوماً بر روي        A از نقطة   −∆

ttn در زمانψپس كميت. نقاط شبكه نيست    همان +∆
ttnمقداري را خواهد داشت كه اين نقطه در زمان            ∆− 

 با مكان و زمان تغيير        uي ازآنجاكه تابع   ول. داشته است
براي حل  . مي كند پس خط مشخصه يك منحني مي باشد       

مسأله، اين منحني با يك خط مستقيم با استفاده از                
 بر روي خط مشخصه تقريب زده           nt در زمان   uمقدار
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.  اين نقطه را نشان مي دهد     )١( در شكل    Bنقطة. مي شود
 مي باشد كه با تقريب ذكرشده       A نقطة تقريبي  ′Aنقطة

 .به دست آمده است

 
نيمه ضمني سه ترازة    -روش نيمه لاگرانژي   

 زماني براي حل معادله فرارفت
 زير نوشته     به شكل   ۴معادله فرارفت واداشته   

 .مي شود

                         ),(),( txRtxG
dt
d =+ψ 

)۴( 
 جمله هاي مربوط به موج هاي تند گراني         Gدر رابطة بالا  

 مربوط به مدهاي كند راسبي و جمله هاي غيرخطي           Rو
است كه  نيمه ضمني روشي   -روش نيمه لاگرانژي . مي باشند

در آن جمله هاي گراني كه به صورت خطي طراحي شده اند         
 گسسته سازي  شوند و        ψبه صورت ضمني با مقادير       

. جمله هاي غيرخطي و راسبي به صورت صريح به دست آيند       
 :با اين توضيح خواهيم داشت

( ) °=++
∆

ψ−ψ −+
−+

RGG
t 2

1
2

 

)۵( 
به ترتيب بيان كنندة نقطة    “ o”و  “ -”،  “+”) ٥(در معادلة   

),(مقصد ttx j ، نقطة مياني خط مشخصه                +∆
),( tx jj α−                      و نقطة مبدأ خط مشخصه 

)2,(يعني ttx jj ∆−α− بنابراين براي تعيين   .  مي باشند
jjx در نقاط     t بايد مقادير آنرا در زمان       Rمقدار α− 

 را با متوسط گيري در      R°مي توان مقادير . ميان يابي نمود 
 .مكان نيز به دست آورد

[ ]),(),2(
2
1 txRtxRR jjj

x +α−= 

با توجه .  مي باشدjαآنچه كه هنوز نامشخص است مقدار
 . را مي توان به صورت زير نوشتjα، )١(به شكل 

                            ),( njjj txtu α−∆=α 
)۶( 

  در ψرـــدارد تعيين مقادي) ٥(مشكل ديگري كه معادلة 
)2,(نقاط ttx jj ∆−α−          مي باشد كه در نقاط شبكه 

 يك ميان يابي از نقاط شبكه به اين مشكل با . واقع نيستند

 .اين نقاط رفع مي گردد
 

 ميان يابي
 هنگامي رخ   ۵در ديدگاه لاگرانژي پخش عددي     

بنابراين . مي دهد كه از ميان يابي خطي استفاده شود           
روش هاي ميان يابي كه در الگوريتم هاي روش                   
نيمه لاگرانژي به كار مي روند دقت و كارايي روش را تحت           

در اكثر الگوريتم هاي روش          . مي دهندتأثير قرار       
نيمه لاگرانژي از مراتب بالاتر ميان يابي براي دست يابي به          

براي ميان يابي مي توان از     . دقت بالاتر استفاده مي گردد    
ميان يابي هايي از قبيل خطي، لاگرانژ درجة دوم، لاگرانژ           

. استفاده نمود ...  درجة سوم و        Splineدرجة سوم،    
ن داده است كه ميان يابي درجة سوم لاگرانژ        تحقيقات نشا 

يك انتخاب مناسب براي دقت مطلوب و هزينة محاسباتي          
 .كمتر مي باشد

 
 پالايش زماني

براي جلوگيري از به وجود آمدن عدم                  
 در گام هاي زماني فرد و زوج از يك پالايندة           ۶جفت شدگي

ازآنجاكه هدف از   . زماني در هر گام زماني استفاده مي شود      
به كارگيري پالايندة زماني ايجاد جفت شدگي بين گام هاي        
زماني زوج و فرد است پس اين پالايندة زماني در هر                 

ttمرحله بايد بر روي گام زماني      پالايندة .  انجام شود  −∆
 در  ψزماني با استفاده از رابطة زير براي يك متغير              

ttزمان  . به دست مي آيد−∆

 [ ]),()(2)2,(

),(),(

txtxttx

ttxttx

f

f

ψ+∆−ψ−∆−ψα

+∆−ψ=∆−ψ
 

)۷( 
 پارامتري  α. بايد در نقاط شبكه باشند        ψهمة مقادير 

 .براي كنترل جفت شدگي مي باشد
 

حل معادلات آب كم عمق يك بعدي با استفاده       
 از روش نيمه لاگرانژي نيمه ضمني

دا براي آشنايي با چگونگي اعمال روش          در ابت 
نيمه لاگرانژي نيمه ضمني به يك دستة معادلات، حالت           
. سادة معادلات آب كم عمق يك بعدي را درنظر مي گيريم         

براي ساده سازي بيشتر يك مختصات ساكن دكارتي درنظر        
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پس معادلات حاكم، يكي معادلة تكانه در        . گرفته مي شود 
اين معادلات  .  و ديگري معادلة پيوستگي مي باشد     xجهت

 .به شكل زير نوشته مي شوند

xdt
du

∂
φ∂

−= 

)۸( 

x
u

dt
d

∂
∂

φ−=
φ 

)۹( 
 كه

x
u

tdt
d

∂
∂

+
∂
∂

= 

 gكه.  مي باشند gh=φ سرعت و   uدر معادلات بالا   
.  عمق لاية مورد مطالعه هستند       hشتاب گراني زمين و    

قبل از اينكه اين معادلات به صورت اصلي خود از هم جدا            
 به يك مقدار متوسط ثابت       φشوند، لازم است كه مقدار     

 . تقسيم شودφ̂ و يك مقدار متغير به نامΦ°به نام
φφ ˆ+Φ= ° 

و با اعمال روش    ) ٩(و  ) ٨(با اعمال اين تغيير به معادلات       
نيمه لاگرانژي نيمه ضمني سه ترازة زماني و تركيب دو             

 :معادله با يكديگر به معادلات زير دست پيدا مي كنيم

φ
°

°φ
°

+

°

+

Φ∆

+Φ
Φ∆

−
∆

=φ
Φ∆

−φ

R
t

P
t

P
tt uxxx

2

11ˆ1ˆ
22

 

)۱۰( 

ux Ptu =∆+ ++ φ̂ 
)۱۱( 

 به صورت زير تعريف     φR و uP  ،φPكه در معادلات بالا    
 .مي شوند

°

−
°

−

−−

=

Φ∆−=

∆−=

)ˆ(

ˆ

x

x

xu

uR

utP

tuP

φ

φ

φ

φ

φ 

معادلة به دست آمده يك معادلة هلمهولتز است كه بايد با           
 .يك شرايط مرزي   به روش هاي تكراري حل گردد

 
 يتم حلالگور

 ل براي حالتي كه شرايط مرزي ـــــالگوريتم ح

 كمي متفاوت خواهد     φ̂ داده شده باشد يا براي       uبراي
بود، بنابراين الگوريتم حل براي اين دو حالت به صورت             

 .جداگانه مورد بررسي قرار مي گيرد
 

 uرايالگوريتم حل با شرايط داده شده ب

 
 .uآراكاوا يك بعدي با شرايط مرزي-Cشبكه: ٢شكل 

 

 داده شده باشد يك شبكه مانند        uاگر شرايط مرزي براي   
وجه به  با ت .  بر روي ناحية حل درنظر مي گيريم       )٢(شكل  

 داده شده اند و با توجه       uاين نكته كه شرايط مرزي براي      
 . الگوريتم حل به صورت زير خلاصه مي شود٢به شكل 

 با استفاده از معادلات     φ̂پيدا كردن شرايط مرزي براي     .١
 .uحاكم و شرايط مرزي داده شده براي

+و به دست آوردن مقادير) ١٠(ل معادلة ح .٢
xφ̂. 

 .u+براي) ١١(محاسبة معادلة  .٣
 دو  φ̂براي دست يابي به شرط مرزي سمت چپ براي           

 .را به صورت زير گسسته مي كنيم) ٩(و ) ٨(معادلة 
 

2/1
1

2/1

ˆˆ
+

++
++

+ =
∆
−

∆+ ui
ii

i P
x

tu φφ 

)۱۲( 

    ii
ii

i tRP
x
uut φφφ ∆−=

∆
−

Φ∆+
+
−

+
+

°
+ 2ˆ 2/12/1 

)۱۳( 
+مقدار) ١٢(با استفاده از معادلة       

+ 2/1iu     را برحسب بقية 
. جايگذاري مي كنيم ) ١٣(پارامترها محاسبه و در رابطة        
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 :زير مي رسيم
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 1RHS به عنوان شرط مرزي داده شده است پس         uچون
.  به دست مي آيد  i=1معلوم است و يك معادله براي نقطة        

 دو  φ̂براي دست يابي به شرط مرزي سمت راست براي          
 .را به صورت زير گسسته مي كنيم) ٩(و ) ٨(عادلة م
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 MRHS به عنوان شرط مرزي داده شده است پس        uچون
Miمعلوم است و يك معادله براي نقطة             به دست  =

 بقية مراحل به سادگي انجام مي شود. مي آيد
]٥،٤.[ 
 

 φ̂الگوريتم حل با شرايط داده شده براي
 داده  uاگر شرايط مرزي به جاي اينكه برحسب      

 داده شوند، همة مراحل حل مانند قبل          φ̂شوند برحسب 
 آن از معادلة هلمهولتز        مي باشند به  جز موردي كه در       

 به دست مي آيند كه ديگر نيازي به پيدا كردن           φ̂+مقادير
با توجه به   .  نمي باشد uرابطه هايي براي مرزها از مقادير     

 وجود ندارند و شبكه      Mu+2/1 و 2/1u ديگر مقادير  ٢شكل  
 . ختم مي شودMφ̂ شروع و به1̂φاز
 

 حل يك مثال
 براي اطمينان از درستي برنامة نوشته شده يك مثال  

برداشته ] ٦[اين مثال از مرجع     . حل شده درنظر مي گيريم   
در اين مثال يك كانال پر از آب درنظر گرفته            . شده است

 ٥ليه داراي سرعت صفر و ارتفاع        مي شود كه در شرايط او    
اين كانال با شرايط مرزي زير از طرف چپ           . متر مي باشد 

 .تخليه مي شود
 :شرايط مرزي براي طرف چپ •
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 :شرايط مرزي براي طرف راست •

(m) 400      ,0    ,0),( =≥= lttlq 
)۱۹( 

 دو طرف كانال       دبي خروجي از     qدر دو معادلة بالا     
uhqمي باشد كه در واقع     اين شرايط مرزي با     .  است =

شرايط اولية داده  شده شرايط لازم براي حل مسأله را               
با توجه به اين نكته كه مقدار دبي به عنوان         . فراهم مي كنند 

شرايط مرزي داده شده است پس بايد يك روش تكراري            
ازآنجاكه . مرزي به كار ببريم   براي به دست آوردن شرايط       

 : صفر مي باشد پس400=l (m) درqمقدار
(m) 400     0               در == lu 

 در  uبنابراين روش تكراري براي تعيين شرايط مرزي          
0=l   0ربا توجه به اينكه مقدا     .  به كار برده مي شود=u 

 داده شده است مي توانيم از             400=l (m)در مرز   
الگوريتمي كه براي اين گونه مسائل در بخش هاي قبل             

 در مرز   uبراي شرط مرزي   . مطرح شد استفاده كنيم     
0=l       با اعمال  .  از تكرار براي تصحيح آن استفاده مي كنيم

شرايط اوليه و مرزي داده شده و استفاده از الگوريتم                
توضيح داده شده براي حل معادلة هلمهولتز با توجه به              

 مي توان اين مثال را حل       uشرايط مرزي داده شده براي     
با حل اين معادلات با توجه به اين نكته كه از يك              . نمود
 در نقاط   h و uآراكاوا استفاده شده است، مقادير   -Cشبكة

)0,(يكساني به دست نمي آيند و لذا مقادير       tu   در مقايسه 
مقادير.  محاسبه مي شوند  )١(به صورت جدول   ] ٦[با مرجع   

),0( th    5.0,( مقادير  محاسبه نمي شوند و( th  محاسبه 
اين .  داده شده اند  )١(مي شوند كه مقادير آن در جدول         
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براي  (α=25.0  و   1=∆x  ،(s) 1=∆t (m)مثال با   
در . براي زمان هاي مختلف اجرا شده است     ) پالايندة زماني 

 منطقه اي كه از شرايط       20=t (s)در زمان ] ٦[مرجع  
 مي باشد كه اين      1.140>x (m)مرزي تأثير نمي پذيرد   

مقدار به روش نيمه لاگرانژي نيمه ضمني نيز نزديك             
(m) 140به دست آمده است . 

 
  مرجع مقايسة بين روش نيمه لاگرانژي نيمه ضمني با : ١جدول 

بر ثانيه و  برحسب متر u  برحسب متر،h، در اين جدول]٦[
  ..زمان برحسب ثانيه مي باشند

 T=10 t=20 t=30 t=40 t=50 t=60
),0( th]٦[ 4.89 4.72 4.56 4.37 4.18 4.0 

),5.0( th
 رانژيروش نيمه لاگ

4.86 4.70 4.54 4.37 4.18 3.98 

),0( tu] ٦[ -0.204 -0.423 -0.658 -0.915 -1.20 -1.50

),0( tuروش نيمه لاگرانژي -0.206 -0.425 -0.661 -0.916 -1.20 -1.51

 
حل معادلات آب كم عمق دوبعدي با استفاده        

 نينيمه ضم-از روش نيمه لاگرانژي
 معادلات حاكم

معادلات آب كم عمق براي يك جريان دوبعدي         
در يك مختصات چرخان مانند زمين به شكل زير                  

 .مي باشند
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=ΘΩدر معادلات بالا      sin2f   ،پارامتر كوريوليس u 
 كه در امتداد     xمؤلفة سرعت در جهت مختصة محلي        

 مؤلفة سرعت در جهت         vطول جغرافيايي قرار دارد،      
 كه در امتداد عرض جغرافيايي قرار دارد و        yمخصة محلي 

gh=φ مي باشند .Ω    ،سرعت زاويه اي زمين Θ  عرض 

 عمق لاية مورد      h شتاب گراني زمين و      gجغرافيايي،
براي به كار بردن اين معادلات در يك           . مطالعه  هستند 

عادلات به يك مختصات مسطح      منطقة محدود بايد اين م     
براي دست يابي به   . مانند نقشة استروگرافيك تبديل شوند    

 :اين هدف داريم
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X و Y          يك دستگاه مختصات دكارتي مي باشد و λ 
در رابطة بالا      . غرافيايي مي باشد   معرف طول ج      

Θ+
Θ+ °= sin1

sin1m       پارامتر تبديل نقشه مي باشد .°Θ  عرض 
با . جغرافيايي است كه صفحة تصوير آنرا قطع مي كند            

و ) ٢٢(تا  ) ٢٠(اعمال اين تغيير مختصات به معادلات          
φφ به دو قسمت به صورت     φتقسيم ˆ+Φ=  معادلات  °

 به صورت زير   Y و Xآب كم عمق در مختصات كارتزين     
 .به دست مي آيند
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2mSط بالا در رواب  2 و =

22 VUK معادلات .  مي باشند =+
بالا شكل مناسب و مطلوب براي اعمال روش                     

 .نيمه ضمني را دارند-نيمه لاگرانژي
 

 گسسته سازي زماني معادلات
 نيمه ضمني در -براي اعمال روش نيمه لاگرانژي   



 .....     اعمال روش نيمه لاگرانژی 
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شبكة . گرددابتدا لازم است كه يك شبكة مناسب انتخاب          
C-        آراكاوا يكي از مناسب ترين شبكه ها براي معادلات آب

 .  كم عمق و معادلات حاكم بر جو زمين مي باشد

 
 چگونگي انديس گذاري انواع نقاط در شبكة : ٣شكل 

 C -آراكاوا.  
 

آراكاوا -Cشبكة. ه انتخاب مي شود  اينجا نيز اين شبك    در  
در اين شكل، دايرة توپر نقاط       .  مي باشد )٣(مطابق شكل   

 S و f ناميده مي شوند و در آن نقاط مقادير            fنوع
 ناميده مي شوند و     Uنقاط مربع توپر نقاط نوع     . معلومند
مثلث توپر نقاط   .  در اين نقاط تعيين مي شوند      Uمقادير

 در اين نقاط مشخص     V ناميده مي شوند و مقادير    Vنوع
 شوند و   ناميده مي   φعلامت ضربدر نقاط نوع    . مي شوند

 براي   iاز انديس  .  مي باشند  φمشخص كنندة مقادير    
 براي    j و از انديس         Xگسسته سازي در جهت      

از انديس  .  استفاده مي شود   Yگسسته سازي در جهت   
بنابراين .  استفاده مي شود  φ براي نقاط نوع   j و iصحيح

),(نقاط ديگر در همسايگي يك نقطه مانند          ji  مطابق 
 با Uبه اين ترتيب نقاط نوع.  نامگذاري مي شوند)٣(شكل  

 و  j با مقادير كسري در    V، نقاط نوع  iمقادير كسري در  
 بيان  j و i با مقادير كسري در هر دو انديس       fنقاط نوع 
 در نقاط   Uبا توجه به اين شبكه معادلة تكانة        . مي شوند

 در  φ و معادلة  V در نقاط نوع    V، معادلة تكانة  Uنوع
با اعمال  .  در زمان گسسته سازي مي شوند       φنقاط نوع 

 :ضمني داريمنيمه -روش  نيمه لاگرانژي
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)٢٨( 
ε              پارامتري است كه براي كاهش مسأله تشديدهاي 

به وجود آمده از نيروهاي ايستور از قبيل توپوگرافي به كار           
) ٢٧( و از معادلة       Xنسبت به ) ٢٦(از معادلة    . مي رود

+ مشتق مي گيريم و مقادير       Yنسبت به 
XU و +

YV  را 
با اين  . جايگذاري مي كنيم ) ٢٨(محاسبه نموده در معادلة     

جايگذاري و مرتب سازي، درنهايت معادلات براي حل به           
 :مي شوندشكل زير آماده 
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traj2ˆ)1( UUX tRPtU ∆+=+∆+ ++ φε 

)۳۰( 
traj2ˆ)1( VVY tRPtV ∆+=+∆+ ++ φε 
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 كه در آنها

−− φε−∆−= XU tUP ˆ)1( 
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 به صورت زير    ψ براي يك كميت مانند       ψQهمچنين
 .تعريف مي شود

traj2 ψψψ ∆+= tRPQ 
با توجه به معادلة هلمهولتز به دست آمده مشاهده مي شود          

مستقل ) ٣١(و  ) ٣٠(ً از دو معادلة        كه اين معادله كاملا    
ه روش هاي تكراري   است و با يك شرايط مرزي داده شده ب        

 trajRدر معادلات بالا مقدار    . تخفيفي قابل حل مي باشد    
 . به شكل زير به دست مي آيدψبراي يك كميت مانند
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)۳۲( 
ابه جايي خطوط مشخصه    مقادير ج  γ و αدر معادلة بالا    

 مي باشند كه از روابط زير به دست         Y و Xدر دو جهت  
 .مي آيند

),,( tYXtU γαα −−∆= 
)۳۳( 

),,( tYXtV γαγ −−∆= 
)۳۴( 

 آيندكه در   از روش تكراري به دست مي        γ و αمقادير  
براي به دست آوردن    . بخش هاي قبل توضيح داده شد       

مقادير طرف راست كه در نقاط شبكه نيستند، از ميان يابي          
براي حل اين     . دوبعدي درجة سوم استفاده مي شود        

 :معادلات مراحل ذيل انجام مي گيرد
طرف راست اين معادلات با توجه به اين نكته كه               .١

tt وtهمه در زمان  . هستند محاسبه مي شوند−∆
با شرايط مرزي داده شده يا محاسبه         ) ٢٩(معادلة   .٢

 . حل مي شودφ̂+شده، به روش هاي تكراري براي

 كه از مرحلة قبل حاصل شدند       φ̂+با استفاده از مقادير    .٣
+مقادير

Xφ̂و +
Yφ̂محاسبه مي شوند . 

+مقادير .٤
Xφ̂    قرار داده مي شوند و    ) ٣٠( در معادلة

 . به دست مي آيندU+مقادير

+مقادير .٥
Yφ̂     قرار داده مي شوند و       ) ٣١( درمعادلة

 .دست مي آيند به V+مقادير

 V+ و φ̂  ،+U+با توجه به در دسترس بودن        .٦
يك گام زماني تكميل مي شود و براي شروع گام بعدي             

 و مقادير  V° و φ̂  ،°U° با مقادير  V+ و φ̂  ،+U+مقادير
°φ̂  ،°U و °V   با مقادير −φ̂  ،−U و −V  جايگزين 

 .مي شوند
كه در قسمت هاي قبل بيان گرديد                 همان طور    

آراكاوا انجام مي گيرد پس      -Cگسسته سازي ها در شبكة   
گسسته سازي ها شامل مشتق گيري ها و متوسط گيري ها در      

 ].٧[نقاط شبكه خواهد بود
 

 گسسته سازي مكاني معادلات
، φمعادلات نهايي يك معادلة هلمهولتز براي        

 Y و معادلة تكانه در جهت        Xمعادلة تكانه در جهت     
آراكاوا -Cبا توجه به توزيع اين مقادير در شبكة       . مي باشند

),(اين معادلات به ترتيب در نقاط        ji،),2/1( ji  و −
)2/1,( −jiبنابراين داريم.  گسسته سازي مي شوند: 
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 شرايط مرزي براي معادلة هلمهولتز
 داده شوند حل مسألة          φ̂اگر شرايط مرزي براي       

اعمال اين شرايط مرزي امكان پذير      هلمهولتز به سادگي با    
در اين صورت شبكه طوري درنظر گرفته مي شود كه        . است
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 در مرزها قرار بگيرند، با اين عمل ديگر نيازي           φ̂نقاط نوع 
در ]. ٨[ نيست     V و     Uبه شرايط مرزي معادلات      

 يا  Uغربي مقادير - در مرزهاي شرقي   φ̂صورتي كه به جاي 
 داده شوند، چگونه     Vشمالي مقادير -در مرزهاي جنوبي   

 بايد عمل كرد؟
 .غربي داده شوند- در مرزهاي شرقيUاگر مقادير .١

غربي به جاي  - در مرزهاي شرقي   Uبا معلوم بودن مقادير   
φ̂                 بايد از اين مقادير داده شده و معادلات حاكم دو ،

براي اين كار شبكه را       .  استخراج نماييم   φ̂معادله براي 
 در مرزهاي مورد    Uطوري درنظر مي گيريم كه نقاط نوع      

 قرار گيرند و معادلات مرزي مشابه حالت يك بعدي با           نظر
 .كمي محاسبات بيشتر به صورت زير محاسبه مي شوند

  داده شده در مرز غربيUشرط مرزي برحسب) الف(
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  داده شده در مرز شرقيUشرط مرزي برحسب) ب(
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شمالي داده   - در مرزهاي جنوبي      Vاگر مقادير   .٢
 .شوند

شمالي به جاي - در مرزهاي جنوبيVبا معلوم بودن مقادير  
، بايد با استفاده از اين مقادير داده شده و                  φ̂مقادير

در .  استخراج نماييم   φ̂ معادله براي   معادلات حاكم دو   
اينجا نيز مانند حالت قبل شبكه را طوري درنظر مي گيريم          

  در مرزهاي مورد نظر قرار گيرند و داريمVكه نقاط نوع
 داده شده در مرز      Vاعمال شرايط مرزي برحسب    ) الف(

 جنوبي
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  در مرز شماليVشرط مرزي داده شده برحسب) ب(
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 نتايج حل عددي
براي بررسي چگونگي عملكرد روش                  
نيمه لاگرانژي نيمه ضمني اين روش را به يك شرط اولية           

شرط . نيمداده شده با شرايط مرزي مشخص اعمال مي ك        
ghاوليه براي    φ=    داده شده است و مقادير U و V  از 

 به صورت  hشرط اولية . تقريب زمينگرد به دست مي آيند    
 ].٩[زير تعريف مي شود 
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 .  نشان داده شده است)٤(شكل اين شرط اوليه در 

 

 
 ).٤٢(   اولية ورودي به كد كامپيوتري، معادلةhميدان: ٤شكل 

 
 از تقريب    V و Uمؤلفه هاي ميدان سرعت اوليه يعني      
 .زمينگرد به صورت زير محاسبه مي شوند
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 6000=L (km)ناحية مورد نظر يك مستطيل به طول      

 مي باشد كه ثوابت زير در آن       4400=D (km)و عرض 
 .تعريف شده اند
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 . با رابطة زير بيان مي شودfپارامتر كوريوليس يعني
 

)2(ˆ DYff −+= β 
)۴۴( 

111-1-كه sm 105.1 −×=β    14- و s 10ˆ −=f .  در اين
 بر مرزهاي غربي و شرقي         ۷مسأله شرط مرزي دوره اي    

 ψبنابراين براي يك كميت وابسته مانند        . حاكم است 
 :داريم

),,(),,( tYLXtYX +=ψψ 
)۴۵( 

ي و جنوبي هيچ گونه جرمي از شاره        ولي در مرزهاي شمال   
 :از ناحيه خارج نمي شود، يعني داريم

0),,(),0,( == tDXVtXV 
)۴۶( 
 

 
كميت هاي پايستار انرژي كل بخش بر چگالي با واحد: ٥شكل 

kgJm32 و آنستروفي برحسبsm. 
 

 شرايط مرزي قابل ذكر است اول آنكه،         دو نكته در اعمال   
در مرزهاي غربي و شرقي در حل معادلة هلمهولتز از                
شرايط مرزي دوره اي استفاده مي شود و ديگر نيازي به             

 در مرزها نيست و دوم اينكه در مرزهاي شمالي    φ̂محاسبة
 بايد اين مقادير به      داده شده اندكه  V=0و جنوبي مقادير  

اعمال شوند تا معادلات لازم براي     ) ٤١(و  ) ٤٠(دو معادلة   
φ̂             روش .  در مرزهاي شمالي و جنوبي به دست آيند

نيمه لاگرانژي نيمه ضمني به خوبي كميت هايي مانند انرژي      
اين . كل، ارتفاع متوسط و آنستروفي را پايسته نگه مي دارد        

 و براي   )٥( انرژي كل و آنستروفي در شكل          مطلب براي 
نتايج .  نشان داده شده است    )٦(ارتفاع متوسط در شكل       

اجراي كد نوشته شده براي حل مسألة ذكرشده براي              
پيش بيني يك و دو روزة ارتفاع ژئوپتانسيل به ترتيب در            

 ،ε=0اين نتايج با شرايط     .  آمده اند )٨( و   )٧(شكل هاي  
s 1000=∆t   ،km 200=∆=∆ YX      و ضريب 

 . به دست آمده اندα=05.0پالايندة زماني 
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 .m)( hكميت پايستار ارتفاع متوسط: ٦شكل 

 
 .h ساعتة ميدان٢٤پيش بيني : ٧شكل 

 

 .h ساعتة ميدان٤٨پيش بيني : ٨شكل 

 نتيجه گيري و جمع بندي
نيمه ضمني براي حل       -روش نيمه لاگرانژي   

. معادلات آب كم عمق يك بعدي و دوبعدي به كار برده شد         
دو نوع از شرايط مرزي يكي برحسب مؤلفه هاي سرعت و            

. گري برحسب مقادير ارتفاع ژئوپتانسيل، بررسي شدند        دي
در حالتي كه مؤلفه هاي سرعت به عنوان شرايط مرزي داده         
مي شوند روابط جديدي براي اعمال اين شرايط به معادلة           

از ميان يابي درجة سوم براي        . هلمهولتز به دست آمدند   
به دست آوردن مقادير مربوط به نقاط بين شبكه اي                

ده است كه يك انتخاب مناسب با توجه به             استفاده ش 
روش مذكور شرط   . هزينه هاي محاسباتي و دقت مي باشد     

پايستاري كميت هايي از قبيل انرژي كل، آنستروفي و             
ارتفاع ميانگين را به خوبي ارضا مي كند كه بيانگر                  
مدل سازي درست جمله هاي غيرخطي و مناسب بودن اين        

 . باشدروش براي اين گونه معادلات مي
 

 تشكر و قدرداني
نويسندگان اين مقاله كمال تشكر و قدرداني           
خود را از دانشگاه تهران و پژوهشگاه هواشناسي و علوم             
جو، به خاطر حمايت هايشان در انجام اين تحقيق، ابراز             

 .مي دارند
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 واژه هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متن

1 - Semi Lagrangian 
2 - Semi Implicit 
3 - Advection 
4 - Forced Advection 
5 - Numerical Diffusion 
6 - Coupling 
7 - Periodic 


