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تأثیر افزایش تعداد واحدهای تصمیم گیرنده بر کارایی در تحلیل 

 پوششی داده ها
  
  

  ، مهناز برزوئی، اعظم گنجی*فرهاد حسین زاده لطفی
ایران، واحد علوم و تحقیقات ، تهران ،دانشگاه آزاد اسلامیگروه ریاضی،   

 
  

  چکیده
این تحلیل حساسیت با . داده ها مورد بررسی قرار می گیرد   در این مقاله نوع خاصی از تحلیل حساسیت در تحلیل پوششی 

 ناحیه پایداری تعیین می گردد، که در آن ناحیه مسالهافزودن یک مشاهده جدید به مجموعه مشاهدات و بدون حل مجدد 
 صورت یروش تحلیل حساسیت برنامه ریزی خطیافتن این ناحیه با استفاده از .  ها تغییر نکندDMUمقدار کارایی سایر 

 برنامه ریزی خطی ناحیه و فقط با فرآیند محاسباطی ساده این ناحیه پایداری پیدا مسالهمی گیرد به عبارت دیگر بدون حل 
  .می شود

 

 .تحلیل پوششی داده ها، کارایی، واحد تصمیم گیرنده، تحلیل حساسیت:  کلمات کلیدی

  
  مقدمه 1

یزی خطی کارایی نسبی مجموعه ای از واحدهای تصمیم تحلیل پوششی داده ها تکنیکی بر اساس برنامه ر
در این تکنیک برای محاسبه کارایی نسبی هر واحد تصمیم گیرنده لازم . گیرنده متجانس را اندازه گیری می کند

در حالتی که برخی از پارامترهای تاثیر گذار روی کارایی تغییر .  برنامه ریزی خطی حل گرددمسالهاست یک 
 مسالهاشند و نیاز باشد که تاثیر آن را در محاسبه کارایی نسبی مشاهده نماییم لازم است که یک جزئی داشته ب

در این مقاله هدف تغییر در تعداد واحدهای تصمیم گیرنده می باشد تا از این . بهینه سازی در این رابطه حل گردد
 .طریق بتوان تاثیر آن را روی کارایی سایر واحدها شناسایی نمود

 است؟ی ضرور واحدها همهیی کارا محاسبهی برای قبل مدل مجدد حل ایآ که گردد یم مطرح سوال نیا نجایا در
 شود هیارای روش دیبا نیبنابرا باشدی نم صرفه به مقرون کار نیا محاسباتی بالا حجم به توجه با کهی صورت در
 لیتحل عنوان تحت قاتیتحق نیا که نمود مشخص را کارایی راتییتغ کمتر،ی محاسبات ندیفرآ کمک  به بتوان که

  .پذیرد یم صورت تیحساس
  

  ار مکاتباته دعهد*
 farhad@hosseinzadeh.ir :آدرس الکترونیکی
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 موضوع به 1968 کوپر و چارنز نهیزم نیا در. است بوده محققان توجه مورد همواره تیحساس لیتحل مبحث
ی زیر برنامه لیمسا ودیق طرف دو هر در داده راتییتغ  به توجه با 1985 سال در سپس و پرداختند داده راتییتغ
 در تیحساس لیتحل کیتکن 1992 سال در آن ها. [3]نمودند انیب را دیجدی ها تمیالگور لزوم DEA دری خط

 علاوه. [6]دادند قرار توسعه مورد را خاص DMU کی یها یخروج و ها یورود تمامی همزمان راتییتغ حالت
 به 1992 آن از قبل که مودندنی بررس را کاراییی بند طبقه دری داریپا و تیحساس لیتحل 1996 سال در نیا بر
   . [5]بودند پرداختهی جمعی ها مدل در خاص طور به موضوع نیا
 ای یورود هر منحصر راتییتغ فوردیژووس که شد فیتعری داریپا هیناح ها یخروج و ها یورود در رییتغ واسطه به
 مطالعه موردی داریپا هیناح محاسبهی برا را هاDMU تمام در همزمان متناسب راتییتغ نیهمچن وی خروج هر
 شونده بهتر راتییتغ وی ابیارز تحت DMUی برا شونده بدتر راتییتغ صورت به را راتییتغ نیا و [9]دادند قرار
  .[10]گردد حفظی ابیارز تحت DMU کارایی کهی بطور گرفتند نظر در ها DMU ریسای برا

 لیتحل [5]نمودند ارایهی داریپا شعاع محاسبهی برا رایی ها مدل ∞Lو L1کمک به زین 1992 همکاران و چارنز
  2005  همکاران و جهانشاهلو توسط معکوس DEAی ها مدل در کاراییی بند طبقه دری داریپا و تیسحسا
  .[8]دیگردی بررس

  تعداد کاستن یا افزودن تصور در داد قراری بررس مورد توانی م تیحساس لیتحل در کهی گرید موضوع
DMU گرددی م شنهادیپ موضوع نیای برا روش یک حاضر مقاله در که باشدی م ها.  

 ناحیه پایداری می 3پردازیم و در بخش  های مورد نیاز  می  این مقاله به بیان برخی از تعاریف و مدل2در بخش 
 برای روشن شدن مطلب 4در بخش . تغییر نکندیابیم که با افزودن یک واحد در آن مقدار کارایی سایر واحدها 

  . و در نهایت در بخش آخر نتیجه گیری ارایه می گردد.مثال هایی ارایه شده است
 

  میمفاه  2

 صورت به متجانس رندهیگ میتصم واحد n دیکن فرض
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  :باشدی م ریز صورت بهی ابیبرون
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  :باشدی م ریز صورت به pDMUی نسبیی کارای ابیارزی برای ورود تیماه دری پوشش فرم به CCR مدل
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  .باشدی می ورود وی خروج متناظر وزنی بردارها بیترت به V و  U آن در که
 در ریی ـتغ نـه، یهز بردار در رییتغی  ها حوزه ازی  یک در تواندی  می  خطی  زیر برنامه مساله یک در تیحساس لیتحل

  .ردیپذ انجام دیجد تیمحدود یک افزودن و دیجد تیفعال یک افزودن ،یتکنولوژ سیماتر در رییتغ منابع، بردار
  

                   برکارایی گیرنده تصمیم واحدهای تعداد تغییر تأثیر  3  
      به این ترتیب که با افزایش تعداد   با افزوده شدن بر تعداد مشاهدات احتمال کاهش کارایی وجود دارد

DMU شود بنا بر این  تعداد متغیرها افزایش یافته پس مقدار بهینه تابع هدف بدتر نمی) 1 ( ها در فرم پوششی مدل
 .شود کارایی بهتر نمی

  .کنیم ها بررسی می DMUحال تأثیر افزودن یک مشاهده را بر مقدار کارایی 
، آن ها، با افزودن یک متغیر و در فرم مضربی )1 ( اهدات در فرم پوششی مدلبه مجموعه مش DMUافزودن یک 

  .با افزودن یک قید معادل است
  :کند  فرم مضربی، مدل به صورت زیر تغییر میCCR به مجموعه مشاهدات مدل DMUبا افزودن یک 
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  .) فرم مضربی نیز انجام دادBCCها را در مدل  توان بررسی به طور مشابه می(
  :گردد به صورت زیر تعریف می) بعد از افزودن قید(باشد پایه، بردار منابع جدید ) 3 (مساله پایه بهینه Bاگر 
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  . در پایه اولیه هستندمساله
B  وnewB 1به ترتیب از مرتبهn 2nو + ).1 ماتریسی از مرتبه M بوده و + 1)n   .است+
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 نیز نوشت پس با توجه به این روابط همان طور که مسالهتوان برای سایر متغیرهای  را می) 4(به همین ترتیب رابطه 
 تأثیری نخواهد داشت پس برای ثابت ماندن مقدار کارایی مسالهفته شد افزودن محدودیت جدید بر بهینگی گ

  . شرط شدنی بودن را در جدول بهینه اعمال کنیمکافی است DMUواحدها در حالت افزودن یک 
nDMU تغییر نمی کند اگر مختصات pDMU مقدار کارایی  1قضیه   :  در رابطه زیر صدق کند1+
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 : شرط شدنی بودن را اعمال کنیمکافی است از آنجایی که افزودن قید جدید بر بهینگی تأثیر ندارد پس  برهان
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)(0بنابراین برای آنکه  b≤0 اولیه شدنی است پس مسالهبهینه  جواب 1 ≥−
newbB باشد باید داشته باشیم:  

00 ≤→≥− bMbM  
 را Mرا از اعضای پایه اولیه در نظر گرفته و ماتریس  1v،...،lvو  1u،...،ku مسالهبدون از دست دادن کلیت 

  :نویسیم به صورت زیر می
[ ]001,1,11,1,1 ……… ++++ −−= nLnnkn xxyyM  
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0
1

1,
*

1
1,

* ≤− ∑∑
=

+
=

+

m

i
nii

S

r
nrr xvyu  

  

 کافی است PPSهای ناکارای DMUهای کارا و ثابت ماندن مقدار کارایی  DMUبرای حفظ کارایی تمام 
 اشتراک بگیریم تا محدوده مناسب برای آن هاها اعمال نموده و از  DMU را برای هر یک از  1شرایط قضیه 

 . جدید به دست آیدDMUافزودن 

 DMUمفروض در صورت افزودن یک  DMU،برای ثابت ماندن مقدار کارایی 1 فرض برقرار نبودن قضیهبا
  :شود  بیان می2قضیه  جدید،
 حفظ pDMU مقدار کارایی DMU اگر پس از افزودن یک آن گاه، برقرار نباشد، 1 اگر شرط قضیه  2قضیه
  : روابط زیر برقرار استآن گاهشود 
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  برای آن که مقدار بهینه تابع هدف تغییر نکند باید 
0. =−∈∃ jj CZBNj  

−=0 فرض کنیم LL CZ متغیر غیر پایه ای Lشد بنابراین پایه  وارد شونده به پایه باB  به صورت زیر تعریف ′
  :می گردد
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  :وارون این ماتریس از رابطه زیر محاسبه می شود
  

1 1 1 1
, 1 L , 1' 1

1 1 1
, 1 , 1
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( )                     ( )
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  :، شرط شدنی بودن را اعمال می نماییممسالهبه دلیل عدم تأثیر افزودن قید بر بهینگی 

  :مداری
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0Mبه دلیل آنکه  b  : است پس در رابطه بالا داریم<

)3-5(                                                                                                                            , 1 0L n La M+ − Γ < 
 

توان ناحیه پایداری یافت که با افزودن   میPPSهای  DMUبا برقرار کردن شرایط این قضیه برای هر یک از 
DMU جدید در آن مقدار کارایی تمام DMU گردد ها حفظ می.  
 ناحیه 1 با رابطه به دست آمده از قضیه آن هاال شرایط این قضیه برای تمام جدول های دگرین و اجتماع با اعم

        به مجموعه مشاهدات حاصلDMU در صورت افزودن یک PPSهای DMU پایداری برای حفظ کارایی
 .می گردد

  
  یعددی ها مثال  4
  :شودی م انیب مثال دو قسمت نیا در

  : در نظر بگیرید1 با یک ورودی و یک خروجی را مطابق جدول DMUچهار  1-4مثال
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4 3 2 1 DMU 

3 4 2 1 x1j 

2 5 3 1 y1j 

  داده ها: 1جدول 
  

کارا هستند که نتایج حاصل از نا4DMUکارا و 1DMU،2DMU،3DMU فرم مضربی،BCCبا حل مدل 
  :حل این مدل به صورت زیر است

* * *

* *

* *

* *

* *
1 0 2 3 4

* * *
2 0 3 4

* * *
3 0 1 4

* * *
4 0 3 4

: 1 , 1 , 1 , 3 , 2

: 0.25 , 0.25 , 0.5 , 0.25 , 0.75

: 0.25 , 0.25 , 0.25 , 0.25 , 0.5

: 0.17 , 0.17 , 0.33 , 0.17 , 0.5

DMU u v S S S

DMU u u v S S

DMU u u v S S

DMU u u v S S

− − −

− −

− −

− −

= = = = =

= = = = =

= − = = = =

= = = = =

  

 
  :ها داریم DMU برای هر یک از  1با اعمال قضیه 

1 2

3 4

1 0 , 1 2 0

1 0 , 1 1.94 0

M b x M b y x

M b y x M b y x

= − ≤ = + − ≤

= − − ≤ = + − ≤
  

  :دهیم قرار می
{( , )|1 0 , 1 2 0 , 1 0 , 1 1.94 0}S x y x y x y x y x= − ≤ + − ≤ − − ≤ + − ≤  

 
 . جدید استDMU ها در صورت افزودن یکDMU ناحیه پایداری برای حفظ مقدار کارایی Sکه 

  
  : داریم 2  دو ورودی و یک خروجی مطابق جدولرا با 1DMU،2DMU،3DMU،مختصات  2-4مثال

  

3 2 1 DMU 

6 3 2 x1j 

1 2 5 xrj 

1 1 1 y1j 

  داده ها: 2جدول 
  

  : فرم مضربی هر سه کارا بوده و داریمCCRها توسط مدل  DMUبا ارزیابی این 
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* *

*

* *

* *
1 1 2 3

* * *
2 1 2 3

* *
3 2 1 2

: 1 , 0.5 , 0.5 , 2

: 1 , 0.27 , 0.09, 0.73

: 1 , 1 , 4 , 1

DMU u v S S

DMU u v v S

DMU u v S S

− −

−

− −

= = = =

= = = =

= = = =

 

 
  .کنیم ها برقرار می DMUرا برای هر یک از   2شرایط قضیه

 مساله در سطر هدف جدول بهینه برابر صفر بوده و v2مقدار متناظر با متغیر  1DMUبا تحت ارزیابی قرار دادن 
  :شود ین دارد بنابراین روابط به صورت زیر نوشته میجواب بهینه دگر

1,4

2,4 1,4

2,4

2,4 1,4

2,4 1,4

1. 1 0.5 0

2. 2.5 0

2 10 0
3. 3 11 0

4 4 28 0

x

x x

x
x x
x x

− >

− + <

− + ≤

− − + ≤
− − + ≤

 

  

 :به صورت زیر است 1DMUپس ناحیه پایداری برای حفظ کارایی 

1 1,4 2,4 1,4 2,4 2,4 1,4

2,4 1,4

{1 0.5 0 , 2.5 0 , 2 10 0 , 3 11 0 ,
4 4 28 0}

S x x x x x x
x x

= − > − + < − + ≤ − − + ≤

− − + ≤

  

  :آید به دست می 2DMUمشابه بالا ناحیه پایداری برای حفظ کارایی 
− فرض کنیم (

1Sوارد شونده به پایه باشد(  
2 1,4 2,4 1,4 2,4 2,4

1,4 1,4 2,4

{1 0.27 0.09 0 , 0.18 0.27 0 , 0.08 0.18 0 ,
      0.0891 0.27 0 , 0.09 0.32 1 0}

S x x x x x
x x x

= − − > − < − + ≥

− ≥ − − + ≥
  

  

ناحیه پایداری این ) 2(و اعمال شرایط قضیه  3DMU به پایه بهینه مربوط به v2ای  با ورود متغیر غیرپایهو 
DMU شود شته میبه صورت زیر نو: 

{1 0 , 6 0 , 6 0 , 4 4 28 0 , 3 9 0}3 2,4 1,4 2,4 1,4 1,4 2,4 1,4 2,4S x x x x x x x x= − > − + < − + ≥ − − + ≥ − − + ≥ 
321:  دهیم قرار می SSSS ∩∩=  

 .ها به مجموعه مشاهدات است DMUها با افزودن یک  DMU ناحیه پایداری برای حفظ کارایی Sکه 
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  گیری نتیجه  5
 قـرار  توجـه  مـورد  خطـی  ریـزی  برنامـه  مسایل در آن اهمیت دلیل به که است موضوعاتی از حساسیت تحلیل

 واحـدها یی  کارا حساسیت تحلیلی  برا روش یک مقاله نیا در. است شده بررسی مختلف های درشاخه و گرفته
ی بـرا  نکنـد،  ریی ـغت واحـدها یی  کارا دیجدDMU یک کردن اضافه با که مییافت چنانی  داریپا هیناح و شد ارایه

 از شیب ـ افـزودن  حالـت  دری  داری ـپا هیناح افتنی .میکرد استفاده L.P حساسیت تحلیل روش از هیناح نیا جادیا
ی زیر برنامه مساله چیه حل بدون شده هیارا روش نیا در .ردیگ قراری بعد قاتیتحق موضوع تواندی م واحد یک
 .شودی م دایپی داریپا هیناحی خط
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