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 شفرانف در یک هندسه ساده و شرایط مرزی ثابت-ی گرادحل نمونه ای معادله

 

 حمودییارم ،سمانه ؛ *صادقی ،یحیی

 ایای، پژوهشکده فیزیک پلاسما و گداخت هستهسازمان انرژی اتمی ایران، پژوهشگاه علوم و فنون هسته

 

 چکیده:
سی های بسیار مناسب برای برربررسی تعادل و پایداری پلاسمای توکامک از اهمیت بالایی برخوردار است. یکی از مدل

شود. نظر میهای غیرخطی صرفاز پدیده که در این مدل باشدآل میتعادل پلاسمای توکامک، مگنتوهیدرودینامیک ایده

ه محورمتقارن شناخت هایسیستم مایبرای تعادل پلاسمناسب  مدل ، به عنوانآنشفرانف بدست آمده از-ی گرادمعادله
ای این معادله، بهره گرفته شده است. جزئی برای حل نمونهی دیفرانسل ، از یک معادلهپژوهششده است. در این 

علاوه بر شار  ، 2دیفرانسیل جزئی یحل این معادله دیفرانسیل غیر همگن و یبرای معادله 4تخصیص توابع اختیاریبا

شار قابل ف نیزو  و کل ایای و قطبی، چگالی جریان چنبرهمیدان مغناطیسی چنبره های دیگری از جملهکمیت مغناطیسی
  د.نباشمحاسبه می

 ی دیفرانسیل جزئیشفرانف، روش معادله-ی گرادتوکامک، تعادل، مدل مگنتوهیدرودینامیک، معادله :کلید واژه
 

 مقدمه: . 1

تر، های دقیقو انجام آزمایش از جمله توکامک های همجوشیتر شدن دستگاهتر و پیچیدهامروزه به دلیل بزرگ

بسیار  ،ی تحقیقات همجوشیاسبات در زمینهرو، نقش محهای کمی، افزایش یافته است. ازایننیاز به تحلیل

از آنجایی که تعادل و پایداری پلاسما، نقش بسیار کلیدی در فیزیک توکامک و مهندسی  .]4[ استزیاد شده

ده اصلی تبدیل ش هایکند، از ابتدای تحقیقات توکامک، بررسی این موضوع به یکی از دغدغهآن ایجاد می

( به عنوان یک مدل مناسب برای 1شفرانف-ی گرادآل )معادلهایده 3مگنتوهیدرودینامیک ی تعادلمعادلهاست. 

های مشاهده ی پدیدهالبته این الگو برای توصیف همه بررسی تعادل پلاسما با تقارن محوری شناخته شده است.

اما برای تحلیل تعادل و پایداری در یک پلاسمای محور متقارن محصور شده  ،شده در پلاسما کافی نیست

 .]2[ تواند الگوی مناسبی باشدهمانند توکامک، می

                                                      
4 Arbitrary functions 

2 Partial Differential Equation 
3 Magnetohydrodynamics 

1 Grad-Shafranov equation 
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همچنین محدودیت  .]3[ شودها در نظر گرفته نمیها و یونای برای الکترون، هویت جداگانهدر این الگو

بصورت زیر معادلات این الگو  .]5[ و ]1[ گردداعمال می ،ها در مقیاس فضایی بزرگ و فرکانس پایینپدیده

 اند:شدهخلاصه 

(4)  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
𝑑𝜌

𝑑𝑡
= −𝜌∇. 𝑣          

𝜌
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝒋 × 𝑩 − ∇𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= −𝛾𝑝. ∇𝑣        

𝒋 = ∇ × 𝑩/μ0        

𝜕𝑩

𝜕𝑡
= −∇ × 𝑬         

𝐄 + 𝑣 × 𝑩 = 0      
     

 

ی ادلهی حرکت، معی آهنگ تغییر سرعت بر اساس معادلهمعادلهی بقای جرم، به ترتیب معادله ی اولپنج معادله

ی آهنگ تغییر میدان مغناطیسی ناشی از معادلهو  ی چگالی جریان ناشی از قانون آمپربقای آنتروپی، معادله

در این حالت، گردد )کامل بودن پلاسما حاصل می با فرض رسانای نیز ی آخرمعادلهباشند. می ی القامعادله

𝑑 سرعت سیال، 𝑣 چگالی جرمی، 𝜌 در این معادلات .(یچ نوع میدان الکتریکی دوام نخواهد داشته

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+

𝑣.  . ]3[ استچگالی جریان   𝒋های الکتریکی و مغناطیسی وبه ترتیب میدان 𝑩 و 𝑬عملگر مشتق زمانی،  ∇

ی عادلهم ،(نیروی وارد بر پلاسما در تمام نقاط )صفر بودن پلاسمای توکامک شرط اصلی تعادلبا توجه به 

 خواهد بود:بصورت زیر از مدل مگنتوهیدرودینامیک  MHDتوازن نیروی تعادل 

(2)  𝒋 × 𝑩 = 𝛁𝑝 

که خطوط جریان بر سطوح مغناطیسی قرار دارند و همچنین سطوح مغناطیسی سطوحی دهد مینشان  این رابطه

وان تبا تقارن محوری را می پلاسمای توکامکی تعادل شرط بالا، معادلهبا توجه به باشند. با فشار ثابت می

نوشت. این معادله که معمولًا  𝜓تابع شار قطبی  از ی دوممرتبه 5جزئی بیضوی ی دیفرانسیلیبصورت یک معادله

𝑝شامل دو تابع دلخواه شود شفرانف نامیده می-گراد = 𝑝(𝜓)  و𝑓 = 𝑓(𝜓) و  است که به ترتیب تابع فشار

  شود:نوشته میبصورت زیر باشند و چگالی جریان قطبی می

                                                      
5 Elliptic PDE 
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(3)  𝑅
𝜕

𝜕𝑅

4
𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑅
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 = −𝜇0𝑅𝑗𝜙 = 𝜇0𝑅
2𝑝′(𝜓) − 𝜇0

2𝑓(𝜓)𝑓′(𝜓) 

𝑅و  محور اصلی چنبره 𝑅، اینجادر 
𝜕

𝜕𝑅

4
𝑅

𝜕

𝜕𝑅
+

𝜕2

𝜕𝑧2 لازم به ذکر  شود.در نظر گرفته می ∗∆ بصورت عملگر

ی همگن تبدیل خواهد شد و در صورت عدم وجود جریان به یک معادله بوده است که این معادله، غیرهمگن

 .]3[ است، شار مغناطیسی ی حل آننتیجه و

 

 . روش کار:  2

های از مدل حل این معادله،برای  است؛ مشکلشفرانف بصورت تحلیلی -ی گرادحل معادلهاز آنجایی که 

شفرانف -ی گرادهمعادل اینمونه برای حل ،ی دیفرانسیل جزئید. در اینجا از یک معادلهگردمتفاوتی استفاده می

 شود: ی دیفرانسیل مورد نظر بصورت زیر در نظر گرفته میاستفاده خواهد شد. معادله

(1)  −𝛁. (𝐶𝛁𝑢) + 𝐴𝑢 = 𝐹 

از آنجایی که توکامک دارای تقارن الگوریتم حل در این معادله با استفاده از روش تکرار نیوتن خواهد بود. 

��با فرض) باشدای میهچنبر

𝜕𝜙
= شود؛ بنابراین شفرانف بصورت دوبعدی انجام می-ی گراد، حل معادله(0

 : درحالت دوبعدی در مختصات قائم خواهیم داشت

(5)  
−
𝜕

𝜕𝑥
(𝐶
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝐶
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) + 𝐴𝑢 = 𝐹 

 :م کرداستفاده خواهیزیر از فرضیات شفرانف، -ی گرادبا معادله جزئی دیفرانسیلی یمعادلهزی سابرای همگون

(1)  𝐹 → 𝜇0𝐽𝜙 𝐶 → 1
𝑅
⁄  , 𝐴 → 0, 𝑢 → 𝜓, 𝑦 → 𝑧, 𝑥 ⟶ 𝑅, 

 شود:زیر بازنویسی می( بصورت 5ی )معادله ،با توجه به این فرضیات

(1)  
−
𝜕

𝜕𝑅
(
4
𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑅
) −

𝜕

𝜕𝑧
(
4
𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑧
) = 𝜇0𝐽𝜙 

 با تعریف  در نهایت

(1)  
∆∗𝜓 ≡ 𝑅

𝜕

𝜕𝑟
(
4
𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜓

𝜕𝑧
)

= −𝑅(−
𝜕

𝜕𝑅
(
4
𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑅
) −

𝜕

𝜕𝑧
(
4
𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑧
)) 

 خواهیم داشت:
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(1)  ∆∗𝜓 = −𝜇0𝑅𝐽𝜙 

𝐹باشد. در صورتی که شفرانف می-ی گراده، در حقیقت همان معادلهاین معادل = به فته شود، در نظر گر 0

 شفرانف بصورت-ی همگن گرادمعادله

(40)  ∆∗𝜓 = 0 

 : بازنویسی کردرا بصورت زیر  𝐹پارامتر توان می ،(3) یمعادله به کمک خواهیم رسید.

(44)  
𝐹 = −𝜇0𝑅𝑝′(𝜓) +

𝜇02

2 𝑓(𝜓)𝑓′(𝜓) 

چند شکل از در اینجا  دلخواهی هستند؛شفرانف، توابع -ی گرادموجود در معادله 𝑝 و  𝑓توابع از آنجایی که

 استفاده خواهیم کرد.این توابع ای درجه دوم برای جمله

(42)  𝑓 = 𝑓0 + 𝑓4𝑢 + 𝑓2𝑢
2 

𝑝 = 𝑝0 + 𝑝4𝑢 + 𝑝2𝑢
2 

دانید همانطور که میخواهد شد.  PDEی تعادل پلاسمای توکامک، تبدیل به حل یک از این پس بررسی مسئله

مراحل بصورت خلاصه در زیر  . اینداردوجود  ، چندین مرحلهی دیفرانسیل جزئیدر راستای حل یک معادله

 آورده شده است.

 ی در نظر گرفته شده برای حل این هندسهی مسئله: تعیین هندسهPDE، از  متشکلگون یک بیضی

 باشد. می ی مجزاچهار ناحیه

 ی مسئلههندسه مثلثی 1یتعیین شبکه. 

  ضرایب توابع اختیاری و تعیین انتخاب مناسب برای𝑓0  ،𝑓4  ،𝑓2  ،𝑝0  ،𝑝4  و𝑝2 . 

  تعیین شرایط مرزی: شرایط مرزی مفروض برای حل اینPDE 1بصورت ترکیبی از شرایط دیریکله 

 باشد.می 1و نویمن

باشد. می مغناطیسی ، شارشفرانف-ی گرادای از معادلهبه عنوان یک حل نمونه PDE ی نهایی حل ایننتیجه

وان تمیها از جمله این کمیت های دیگری را نیز تعیین کرد.توان کمیتلازم به ذکر است که با این روش می

با روابط  𝑗𝑡جریان کل  و 𝑗𝜙ای جریان چنبره،  𝐵𝜃میدان مغناطیسی قطبی ،  𝐵𝜙ای به میدان مغناطیسی چنبره

 : ]3[ زیر اشاره کرد
                                                      
1 Mesh 
1 Dirichlet boundary condition 
1 Neumann boundary condition 
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(43)  {
𝐵𝜙 =

𝜇0𝑓(𝜓)

𝑅
            

𝐵𝜃 = |
4
𝑅
(𝛁𝜓× 𝒊𝜙)|

 

(41)  

{
 
 

 
 𝑗𝜙 = 𝑅

𝑑𝑝(𝜓)

𝑑𝜓
+ 𝐵𝜙

𝑑𝑓(𝜓)

𝑑𝜓
= 𝑅𝑝′(𝜓) +

𝜇0
𝑅
𝑓(𝜓)𝑓′(𝜓)

𝑗𝜃 = |
4
𝑅
(𝛁𝑓(𝜓)× 𝒊𝜙)|                                                          

    ⇒        𝑗𝑡 = √𝑗𝜃
2 + 𝑗

𝜙
2   

 

ی اچند جملهتوان فشار را با استفاده همچنین میباشد. ای میبردار یکه در راستای چنبره 𝒊𝜙در این روابط 

  محاسبه نمود. ی دیفرانسیل جزئیمعادلهفشار در طرف دوم کمیت برای  اختیاریتوابع فرض پیش

 

  نتایج:. 3

های زیر در نظر مشخصهشفرانف، -ی گرادای معادلهمفروض به عنوان حل نمونه PDEبرای حل  در ادامه

 بندیشبکه،  𝑧𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟و   𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟های گون با مشخصهی بیضیلازم به ذکر است که ایجاد هندسه گرفته شده است.

 افزار متلب صورت گرفته است. توسط نرم مفروض، PDEی همچنین حل معادله این هندسه،

 مفروض PDE در نظر گرفته شده برای حل هایمشخصه: 4جدول 
𝑧𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟 𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟 𝑝2 𝑝4 𝑝0 𝑓2 𝑓4 𝑓0 

0221 0225 4021 4200 0200 -1241 +0240 4200 
 

 ( خواهیم داشت:42( و )44ها و روابط )به کمک این مشخصه

(45)  𝐹 = [4+ 0.4]𝑢 − [1.41]𝑢2 × [0.4+ 2(−1.41)]𝑢 𝑥 + 𝑥[4+ 2(40.1)𝑢]⁄  

از سبببه روش باشبببد، بنابراین ی ژاکوبین میدانید در حل معادلات غیرخطی نیاز به محاسببببههمانطور که می

 ژاکوبین استفاده نمود:توان برای محاسبه می

  ارزیابی ژاکوبین ثابت(Fixed)  تثاب –بر اساس تکرار ماتریس نقطهدر تقریب ماتریس سختی.  

 ( ارزیابی ژاکوبین فشردهLumped)  در تقریب روش اجزای محدود بر اساس تمایز عددی

 .ضرایب

 ارزیابی عددی ژاکوبین کامل (Full)  بر اساس تابعnumjac. 

های ذکر شده در ی دیفرانسیل جزئی موردنظر با مشخصهانجام مراحل ذکر شده برای حل معادلهدر نهایت با 

 ، نتایج بصورت زیر حاصل خواهد شد:(4جدول )
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 های متفاوت ارزیابی ژاکوبین روش: نتایج بدست آمده از 2جدول 
Full Lumped Fixed Jacobian 

methods 

Step size residuals Step size residuals Step size residuals Iteration 

Number 

 10000000000

0 

 420000000000  10000000000

0 

0 

00000000

0 

00000000000

0 
025000000 025000000000  10000000

0 

000010100.0

0  

1 

10000000

0 

00001110000

0 
42000000

0 

02011414014

1  

10000000

0 

00010100010

0  

. 

00000000

0 

00000001100

0 
02500000

0 

02011031111

1  

10000000

0 

00001110101

1  

0 

00000000

0 

000.111.1.0

0 
02500000

0 

02021111141

3  

10000000

0 

00000.1101.

1  

0 

10000000

0 

00000100010

0 
42000000

0 

02001411110

4  

10000000

0 

00000000010

0  

0 

10000000

0 

0000001100.

0 
42000000

0 

02000405441

1  

  0 

  42000000

0 

02000002110

2  

  1 

  
مفروض به عنوان حل  PDEهای شار حاصل از حل منحنی (b)، ایجاد شده بر روی آن یشبکهسطح مقطع و  (a): 4شکل 

 شده. گون ایجادی بیضیشفرانف در هندسه-ی گرادای معادلهنمونه
 

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

Cross Section & Mesh

 (a)

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

PDE and its solution: -(cu)+au=f

 (b)
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 . به محور اصلی چنبره اشاره دارد  𝑅ی فشار. نمایه (b)شار قطبی،  (a): 2شکل 

 

  
 

به محور اصلی   𝑅. چگالی جریان کل 𝑗𝑡ای و چگالی جریان چنبره 𝑗𝜙 (b)میدان قطبی،  𝐵𝜃ای و میدان چنبره 𝐵𝜙 (a) : 3شکل 

  .چنبره اشاره دارد

 

 گیری:بحث و نتیجه. 4

شفرانف ناشی از مدل -ی گرادپلاسمای محور متقارن، معادلهتعادل ها برای ترین مدلیکی از مناسب

وان تی دیفرانسیل جزئی، میبا استفاده از یک معادله شد،همانگونه که دیده باشد. مگنتوهیدرودینامیک می

در نظر  یمعادلهای حل کرد. ی تعادل پلاسمای توکامک را بصورت نمونهکنندهشفرانف توصیف-گرادی معادله

.𝛁− ، بصورتپژوهشگرفته شده در این  (𝐶𝛁𝑢) + 𝐴𝑢 = 𝐹 ی به معادلهفرضیات  ای ازمجموعه با باشد کهمی

یابد. کاهش می ،PDEدل به حل یک ی تعابا استفاده از این معادله، مسئلهبنابراین گردد. مبدل میشفرانف -گراد

ار ش بندی این هندسه و با در نظر گرفتن شرایط مرزی مناسب،شبکهگون، ی بیضیدر ادامه با ایجاد یک هندسه

های دیگری از جمله میدان مغناطیسی با این روش کمیت لازم به ذکر است که مغناطیسی بدست خواهد آمد.

 .اندل محاسبهبقاای و کل و همچنین فشار چنبرهای و قطبی، چگالی جریان چنبره
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