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 در طراحی حفاظ نوترون  لمان طیفیا روش کاربرد

 عباسی ،محمدرضا؛ مینوچهر ،عبدالحمید ؛ذوالفقاری ،ااحمدرض ؛نهاوندی  ،نیما
 یاهستهدانشکده مهندسی  –دانشگاه شهید بهشتی 

 

 چکیده
 .دباشیمروش المان طیفی  ،المان محدود به روش عددی معادله ترابرد نوترون یکردهای تحلیلیکی از جدیدترین رو

ابزاری  هک شودیمی نابرابر استفاده هابازهدر  بییادرونو توزیع نقاط ی مرتبه بالا هاتقریب از روش المان طیفی در
 در طراحی حفاظ کاربرد فراوانیکه  باشدمی های کمترنوترون با تعداد المان ترابردمعادله  مکانی برای تحلیلنیرومند 

با  (𝑃𝑁) کروی یهاکیهارموناز بسط  برای حل معادله ترابرد چند گروهی نوترون در این مقاله .نوترون دارد سازی
شار برای بخش مکانی  مختلف 3چند تابع پایه شکلیبسط و  2طیفیالمان و از روش  یاهیزاو بخشبرای  1پاریته زوج

 .استها بصورت ناهمسانگرد در نظر گرفته شده پراکندگی، همچنین استفاده نوترون یاهیزاو

 وج پاریته ز – کروی یهاکیهارمونبسط  - طیفی المانروش  - نوترون ترابردمعادله  -حفاظ سازی نوترون: کلید واژه

  مقدمه

گیرد یک با استفاده از روش مونت مطالعه رفتار نفوذپذیری نوترون در یک حفاظ به دو روش صورت می

ای شار توزیع زاویه توانیمدر اصل،  و دیگری به کمک حل عددی معادله ترابرد نوترون که ]2،2[ 4کارلو

ای که کاربرد فراوانی در این زمینه دارد کد کدهای هستهیکی از . [1] دست آوردب نوترون را با دقت بسیار بالا

در های یک بعدی نوشته شده است. های مجزا برای هندسهباشد که برپایه روش جهتمی ANISNمحاسباتی 

 المانروش بعدی با استفاده از  یک هایدر هندسهنوترون چند گروهی  ترابرد هنیز هدف حل معادل مقالهاین 

زوج  کروی یهاکیهارمونبسط بخش مکانی و استفاده از  برایتابع پایه شکلی به همراه آزمودن چند  طیفی

ز در پایان نی .باشدیم در مسائل چشمه خارجی ثابت و در مسائل محاسبات بحرانیت یاهیزاوقسمت برای 

بات شیلدینگ و گردد که نتایج آن پیش نیاز محاسحفاظ سازی نوترون بررسی می کاربرد این روش در

  باشد. گاما می هایگذاری در برابر پرتوحفاظ

 معادله ترابرد در قالب پاریته زوج 

  [1,3] توان به صورت زیر نوشتنوترون در حالت ایستا را می انرژی جهت ومعادله ترابرد وابسته به مکان و 

                                                 
1 Even parity 
2 Spectral Element Method 
3 Basic Shape Functions 
4  Monte Carlo 
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𝛺⃗  . 𝛻⃗ 𝛷(𝑟, 𝐸, 𝛺)  + 𝛴𝑡(𝑟, 𝐸)𝛷(𝑟, 𝐸, 𝛺) =  ∫ 𝑑𝛺′
4𝜋 ∫ 𝑑𝐸′𝛴𝑠(𝑟, 𝐸

′ → 𝐸,𝛺′ → 𝛺)
∞

4 𝛷(𝑟, 𝐸′, 𝛺′) +

∑
𝜒𝑗(𝐸)

4𝜋
∫ 𝑑𝛺′

4𝜋 ∫ 𝑑𝐸′𝜈𝑗(𝐸′)𝛴𝑓
𝑗(𝑟, 𝐸′)

∞

4 𝛷(𝑟, 𝐸′, 𝛺′)𝑗 + 𝑆(𝑟, 𝐸, 𝛺)                   (1            )              

توان می [1] که منجربه تولید خطاهایی روی سطح و حجم می شود [3]با استفاده از روش حداقل مربعات 

 :[1,3] زیر معرفی نمود اصل تغییرپذیری را بصورت

𝐾+(𝛷+) = ∫ ∫ {2(𝑆𝑒𝑓𝑓
+ 𝛷+) + 2 (𝑆𝑒𝑓𝑓

− 𝔾(𝛺⃗  . 𝛻⃗ 𝛷+)) − (𝛷+ℂ(𝛷+))} 𝑑𝛺𝑑𝑉4𝜋𝑉
+

4 ∫ ∫ |𝛺⃗  . 𝑛⃗ |𝑇(𝑟, 𝛺)𝛷+𝑑𝛺𝑑𝑆 + −2 ∫ ∫ |𝛺⃗  . 𝑛⃗ |(𝛷+)2𝑑𝛺𝑑𝑆
𝛺⃗⃗  .𝑛⃗ <4𝑆𝛺⃗⃗  .𝑛⃗ <4𝑆

                                          (2)  

 بیشینه شود مقدار خطاهای روی سطح وبا استفاده از از روش المان طیفی  فوق اصل وردشیدر صورتی که 

 آید.بدست می ایشار زاویه حجم کمینه خواهد شد و با ارضای شرایط مرزی جواب های قابل قبولی برای
 

 روش المان طیفیمروری بر 

𝑚)تقریب بزنیم در این صورت  𝑚مرتبه  یاجملهچندیک ام با 𝑙جواب را روی المان  میخواهیم + نقطه  (1

𝑚) که شامل دو نقطه پایانی هندسی در دو سر المان و شودیمدر زیرالمان تعریف  بییادرون − نقطه دیگر  (1

بعد با محور بی [1,1−]ام را در بازه استاندارد 𝑙 المان - ریزبرای آسان کردن محاسبات  .باشدیمدر درون المان 

𝜉  میکنیمتعریف: 

(3                         )                                             𝑥(𝜉) =
1
2
(𝑋2

(𝑙)
+ 𝑋1

(𝑙)
) +

1
2
(𝑋2

(𝑙) − 𝑋1
(𝑙)) 𝜉 

𝑋1که در آن 
(𝑙)  نقطه ابتدایی المان و𝑋2

(𝑙)  نقطه انتهایی زیرالمان در محور𝑥 همچنان که باشدیم .𝜉  و  1−بین

ان در روش الم کند.نقطه ابتدایی زیرالمان تا نقطه انتهایی آن حرکت می )نقطه میدانی( از 𝑥 ابدییمافزایش  1

ام لاگرانژ تعیین کرد، 𝑚مرتبه  بییادرونی هایاهبه راحتی با چندجمل توانیمرا  1المان بییادرونتوابع طیفی 

 برای

 𝑖 = 1,2, … ,𝑚 +  :دنشویمی لاگرانژ به صورت زیر تعریف هاایچندجمله 1

(4              )                                             ℒℊ𝑖(𝜉) =
(𝜉−𝜉1)(𝜉−𝜉2)…(𝜉−𝜉𝑖−1)(𝜉−𝜉𝑖+1)…(𝜉−𝜉𝑚+1)

(𝜉𝑖−𝜉1)(𝜉𝑖−𝜉2)…(𝜉𝑖−𝜉𝑖−1)(𝜉𝑖−𝜉𝑖+1)…(𝜉𝑖−𝜉𝑚+1)
 

ر د هاایچندجملهکه این  شودیمبا یک بررسی کوتاه مشخص . باشندیم علوممبا مقدار ها نقاطی 𝜉𝑖که در آن 

 :کنندیمصدق  بییادرونخاصیت اساسی 

(5                       )                                                          ℒℊ𝑖(𝜉𝑗) = {
4     𝑖𝑓 𝑖 = 𝑗
4     𝑖𝑓 𝑖 ≠ 𝑗

    =  𝛿𝑖,𝑗 

صورت متغیر را به  𝑥 مکانی( متغیر 3با استفاده از رابطه ) توانیم .باشدیم کرونکردلتای  𝛿𝑖,𝑗که در آن 

  :[2] شودیمتبدیل خواهیم کنیم، پس دیفرانسیل مکانی به صورت زیر نمایش داده  𝜉استاندارد متقارن 

(2                )                                                       ℎ𝑙 ≡ 𝑋2
(𝑙)

− 𝑋1
(𝑙)

           ⟹        𝑑𝑥 =
ℎ𝑙

2
𝑑𝜉 

                                                 
1  Element Interpolation Functions 
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 یاهیاوزشار ی انتگرالی ایجاد شده از روش المان محدود برای بخش مکانی هاسیاز روابط فوق، ماتر با استفاده

 به صورت روش المان طیفی تعریف کرد: توانیمرا 

(7)                                                                                 𝒮 4
𝑙 = ∫ ℬ𝑙𝑇(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑓
(𝑙)

𝑥
𝑖
(𝑙) =

ℎ𝑙

2
∫ ℒℊ 𝑚

𝑙  𝑑𝜉
4
−4 

(8)                                                      𝒮 2
𝑙 = ∫ ℬ𝑙(𝑥)ℬ𝑙𝑇(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑓
(𝑙)

𝑥
𝑖
(𝑙) =

ℎ𝑙

2
∫ ℒℊ 𝑚

𝑙 (𝜉) ℒℊ 𝑚
𝑙𝑇 (𝜉) 𝑑𝜉

4
−4 

(9)                                                        𝒮 3
𝑙 = ∫

𝜕ℬ𝑗(𝑥)

𝜕𝑥

𝜕ℬ𝑗𝑇(𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑥

𝑥𝑓
(𝑙)

𝑥
𝑖
(𝑙) =

2

ℎ𝑙
∫

𝑑ℒℊ 𝑚
𝑙 (𝜉)

𝑑𝜉
 
ℒℊ 𝑚

𝑙𝑇 (𝜉)

𝑑𝜉
 𝑑𝜉

4
−4 

ℒℊ 𝑚و بردار 
𝑙𝑇 (𝜉)  شودیمبه صورت زیر تعریف: 

(11)                                                          ℒℊ 𝑚
𝑙𝑇 (𝜉) = [ℒℊ4

𝑙(𝜉) ℒℊ2
𝑙(𝜉) ⋯ ℒℊ(𝑚+4)

𝑙 (𝜉)] 

نماد ترانهاده  T لاگرانژ بکار رفته در آن المان، یاچندجملهنشان دهنده مرتبه  𝑚نشان دهنده المان،  𝑙که در آن 

𝑥𝑖بردار و 
(𝑙) و 𝑥𝑓

(𝑙)  باشندیممکان ابتدا و انتهای المان. 

 ی متعامد بیانگر این مطلب است که،هاایچندجملهبه همراه  لاگرانژ یاچندجملهتوسط  بییادرونتئوری 

(m − m)مرتبه یک تابع پایه شکلی متعامد ی های داخلی در هر المان باید در صفرهاگره (1 − مانند  (1

 را پایین بییادرونی برابر، دقت هادر بازه بییادرونزیرا توزیع نقاط  ،توزیع شود 1لوباتوی هاایچندجمله

فرهای با استفاده از صشوند مثلاً بی در فواصل نابرابر توزیع میایدر روش المان طیفی نقاط درون. [2]آورد می

𝑚)مرتبه  بییادرونبرای لوباتو، مختلف مانند  یاچندجمله +  ردیگیمتوزیع نقاط به صورت زیر انجام  ،(1

[2]:  

𝜉4 = −4   
(11)                                    𝜉2 = 𝑡4,     𝜉3 = 𝑡2,     𝜉4 = 𝑡3 ,                  …                , 𝜉𝑚 = 𝑡𝑚−4 

𝜉𝑚+4 = +4 
,𝑡1 که در آن 𝑡2, … , 𝑡𝑚−1  مرتبه  یاچندجملهصفرهای(𝑚 −  . باشندیملوباتو  (1

 توابع متعامدبا استفاده از عددی  یگیرانتگرال

وجه عددی با دقت بالا استفاده کرد. با ت یگیرانتگرالبرای  توانیماز توابع متعامد اشاره شد،  ترشیپهمان طور 

یی که در این بازه هاایچندجملهقرار دارد،  [1,1−]ی مکانی در بازه های ماتریسهابه این که کران انتگرال

 بکار برد.  توانیمعددی  یگیرانتگرالرا برای  اندشدهتعریف 

 :شودیمبه صورت زیر تعریف  𝑓(𝜉)لوباتو برای تابع هموارعددی  یگیرانتگرال

(12                              )                                                   ∫ f(ξ)dξ
1
−1 ≅ ∑ f(ξ = 𝓏p)𝓌p

k+1
p=1 

𝑘که در آن  ≥ و  یگیرانتگرال 2یاهیپاها نقاط 𝓏p، باشدیم ی عددیگیرانتگرالمرتبه انتخاب شده برای  1

𝓌pشوندیمکه به صورت زیر تعریف  باشندیممتناظر با این نقاط  یگیرانتگرالی هاها وزن: 

                                                 
1
  Lobatto Polynomials 
2  Base Points 
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𝓏1 = −1   
(13                              )𝓏2 = t1,     𝓏3 = t2,     𝓏4 = t3 ,                  …                , 𝓏k = tk−1 

𝓏k+1 = +1 
,t1 که در آن t2, … , tm−1  مرتبه  یاچندجملهصفرهای(k − در مراجع مختلف، صفرها و  .باشدیملوباتو  (1

یافت.  توانیمهر تابع متعامد را برای عددی  یگیرانتگرال و (𝓌𝑝ها)درونی  و (𝓌4,𝓌𝑘+4)ی مرزیهاوزن

 دهند:را به صورت زیر نمایش می لوباتوعددی  یگیرانتگرالبرای مثال 

(14    )                                                                  ∫ 𝒫𝑖𝑗(𝜉)𝑑𝜉
4
−4 ≅ ∑ 𝒫𝑖𝑗(𝜉 = 𝓏𝑝)𝓌𝑝

𝑘+4
𝑝=4 = 

4𝛿𝑖,𝑗𝛿𝑗,4𝐿𝑜𝑚−4
2 (𝜉 = −4)𝓌4 + ∑ 𝒫𝑖𝑗(𝜉 = 𝓏𝑝)𝓌𝑝

𝑘
𝑝=4 + 4𝛿𝑖,𝑚+4𝛿𝑗,𝑚+4𝐿𝑜𝑚−4

2 (𝜉 = +4)𝓌𝑘+4    
ارائه شده، در این مقاله از توابع متعامد لوباتو، لژاندر، چبیشف نوع اول، چبیشف نوع دوم تعاریف  زبا استفاده ا

 استفاده شده است.  یاهیزاوو رادا برای تحلیل بخش مکانی شار 

 

 و نتایج عددی هامثال

با توجه به مطالب ذکر شده یک برنامه محاسباتی برای حل عددی معادله ترابرد با استفاده از روش المان طیفی 

و بسط هارمونیک های کروی برای هندسه های یک بعدی نوشته شده و در این بخش نتایج بدست آمده از 

ها و اطلاعات هستهداده مقایسه شده است. ANISN از کد محاسباتی مرجع و نتایج حاصلاین برنامه با مقادیر 

 استخراج شده است. [2]و  ]4[ها از مراجع ای استفاده شده در مثال

  تیغه جاذب خالص: 1مثال 

گیریم که متشکل از یک ماده جذب کننده خالص را در نظر میمتر سانتی 1 ضخامتای به در این مثال تیغه

= 𝑥باشد. یک چشمه سطحی در مرز سمت چپ )در نقطه می دهیم. حل تحلیلی این مثال از ( قرار می1 

 :[2] آیدمىرابطه زیر بدست 

𝛷1(𝑥) = 𝑇𝑎𝐸2[Σ𝑎(𝑥 − 𝑎)] + 𝑇𝑏𝐸2[Σ𝑎(𝑏 − 𝑥)]   (15)                                                                           

𝐸2(𝑥)که در آن  = ∫
𝑒−𝑥𝑡

𝑡2 𝑑𝑡
∞

ها مقدار چشمه سطحی در 𝑇باشد و مىنشان دهنده بازه مکانی تیغه  [𝑎 𝑏]و  1

 :باشندمیمسئله به صورت زیر  هایورودیکند. مىمرزها را مشخص 
𝑑 = 1 𝑐𝑚 ,        Σ = Σ𝑎 = 1 𝑐𝑚−1 ,       Σ𝑠 = 1 ,         𝑆 = 1 ,         𝑇 = 1 

با استفاده روش المان طیفی توسط شار اسکالر حل شده و  𝑃7 یبقرتو  3المان درجه  4با استفاده از  این مسئله

ه خطی . برای مقایسه نتایج، نمودار پیوسته شده استبسمحاسه تابع متعامد لوباتو، چبیشف نوع اول و نوع دوم 

 .نمایش داده شده است (1)در شکل امد بکاررفته در محاسبات حل تحلیلی و توابع متع
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( نمودار مقایسه نتایج حل تحلیلی و 1شکل 

روش المان طیفی برای مسئله چشمه سطحی بر 

 جذب کننده خالصبعدی روی تیغه یک

 

 

 

 

 هاالمانیابی در مجاورت مرزهای خارجی و مرزهای بین شود، تراکم نقاط درونمىهمان طور که مشاهده 

عنوان مثال ب یی با دقت بالاتر بدست آید.هاشود که جوابمىباشد، همین خاصیت توابع متعامد سبب مىبیشتر 

تیغه با استفاده از تابع چبیشف نوع دوم، با مقداری که از حل تحلیلی در سمت راست محاسبه شده مقدار شار 

  .که کاربرد زیادی در طراحی حفاظ دارد مده برابر استآت سبد

  با پراکندگی ناهمسانگرد چشمه حجمی نوترون: 2مثال 

 داخل یک لایه کندکننده cm1به ضخامت اورانیوم(  اکسیددی)مانند در این مثال یک تیغه سوخت 

یه از ماده بازتابنده یک لاها در برابر شار نوترونفاظ سازی قرار دارد. برای ح cm2به ضخامت  )مانند گرافیت( 

پراکندگی در سوخت و کندکننده ناهمسانگرد و در دهیم. به دور آن قرار می cm2به ضخامت  )مانند آب(

 ( آمده است.1ح مقاطع استفاده شده در جدول )وشود. سطبازتابنده همسانگرد در نظر گرفته می

به   8و  2درجه  سه المانحل شده و برای مقایسه با  ANISNتوسط کد  𝑆12مش و تقریب  511این مسئله با 

, 𝑃7های روش المان طیفی و با استفاده از تقریب 𝑃17  برای توابع پایه مختلف حل شده و مقدار شار اسکالر

 ( با هم مقایسه شده است.2)نرمالیزه در مرز بیرونی، در جدول 

 

 

 

 سوخت کندکننده بازتابنده
 سطح مقطع

(cm-1) 

254.3 552.. 55.43 𝚺𝒕 

- - 55130 𝛎𝚺𝒇 

254.5 552.4 552.3 𝚺𝒔𝟎 

- 55135 5.425 𝚺𝒔𝟏 

 2جدول سطوح مقاطع استفاده شده در مثال ( 1جدول 
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2 - چبیشف 1 - چبیشف    لوباتو لژاندر رادا 

8درجه  2درجه   8درجه   2درجه   8درجه   2درجه   8درجه   2درجه   8درجه   2درجه     

5550.. 5550.5 5550.0 555.20 5550.5 5550.. 5550.5 5550.. 5550.5 5550.. 𝑷𝟕 

55504. 5550.4 5550.3 555.2. 555002 5550.. 555002 5550.. 555002 5550.. 𝑷𝟏𝟕 

5.5003.24 𝐀𝐍𝐈𝐒𝐍( 𝐒𝟏𝟔) 

 2در مثال  در مرز بیرونی برای توابع پایه مختلفاسکالر نرمالیزه شده نوترون شار  مقایسه  (2جدول 

 نتیجه گیری

ی انتگرالی بخش مکانی نسبت به روش المان محدود متفاوت ظاهر خواهند هاماتریسروش المان طیفی،  در

ای شار نوترون روی مرزهای برتر ی دقیقهاانتظار داشت که جواب توانیمشد و با بالا بردن درجه هر المان 

 .ر پر کاربرد خواهد بودبسیاطراحی حفاظ محاسبات که در  وردبدست آ مدت زمان اجرای کمتردر بیرونی 
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